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SUR  LA  FORME 

X-  +  J-+  z-  +  5t-; 

Par    m.    J.    LIOUVILLE. 


I .   Étant  donné  nn  entier  n  quelconque,  on  demande  le  nombre 

des  représentations  de  n  par  la  forme 

_^2  __^ji  +  2-  +  5/% 
c'est-à-dire  lo  nombre 

des  solutions  de  l'équation 

n  —  x^  +  )■''■  -+-  z^  +  5«% 

où  X,  f,  z,  t  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou  néga- 
tifs. Nous  écrivons,  comme  on  voit,  pour  abréger, 

N(«) 
au  lieu  de 

N  [h  =x'  -+-;•-  +  z-  -\-  ^Û). 

Tome  IX     3*  scric).  —  Janvieh  18C4.  ' 
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La  forme 

étant  la  seule  dont  nous  voulions  parler  ici,  cette  simplification  n'a- 
mènera aucune  éqnivoquc. 

Comme  les  nombres  premiers  i  et  5,  quand  ils  divisent  n,  jouent 
un  rôle  tout  spécial  dans  la  formule  qui  détermine  N(/i),  nous  pose- 
rons 

//  =z  i"  y' m, 

m  étant  un  entier  imp.iir  non  divisible  par  5,  et  les  exposants  a,  ^i 
pouvant  se  réduire  à  zéro. 

Eisenstein  s'est  occupé  en  1847  {'Journal  de  d'elle,  t.  XXXV, 
p.  i34)  du  cas  particulier  de  a  =  o,  |3  =:  o,  n  =  m,  c'est-à-dire  du 
cas  particulier  où  l'on  ne  considère  qu'un  entier  impair,  non  divisible 
par  5.  La  rè^le  qu'il  donne  sans  démonstration  pour  trouver  N(/.'2) 
consiste  à  chercher  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  m  qui  sont 
résidus  quadratiques  de  5  sur  celle  des  diviseurs  de  m  qui  sont  au 
contraire  non  résidus.  On  en  conclut  la  valeur  de  N  (m),  en  niulti- 
]5liant  cet  excès  (qui  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif)  par  6  ou  par 
—  4,  suivant  que  m  est  ou  n'est  pas  résidu  quadratique  de  5. 

Désignons  par  (/  un  quelconque  des  diviseurs  de  m  (1  et  m  compris). 
On  a,  conformément  à  une  notation  de  Legendre  aujourd'hui  adoptée 
partout, 

!)=■ 

quand  rY  est  résidu  quadratique  de  5,  tandis  que 


i)  = 


quand  d  est  non  résidu.  D'ailleurs  les  entiers  impairs,  premiers  ii  5  et 
résidus  quadratiques  de  5,  sont  tous  de  la  forme 

I  o  A  ±  1 , 
tandis  que  les  entiers  impairs,  premiers  à  5  et  non  résidus  quadra- 
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li<iues  do  5,  sont  fournis  par  la  formule 

I  o  A-  ±:  3 . 
La  règle  d'Eisenstein  revient  donc  aux  équations  ci-après  : 

(piaïul  m  =  xok  zt.  \  ;  mais 

N(m.)  =  - 42  (;']'/ 

quand  m  =  lok  ±  3.  Le  signe  sommatoire  porte  naturellement  sur  les 
diviseurs  d. 

On  peut  substituer  à  la  fonction 


2(? 


une  autre  fonction  numérique  de  même  valeur  absolue,  mais  qui  a 
l'avantage  d'exprimer  toujours  un  nombre  positif.  Soit  â  le  quotient 
de  m  par  d,  en  sorte  que  m  =  dâ.  La  fonction  numérique  dont  je 
veux  parler  sera 


2(1)^- 

On  a,  en  effet, 

©  =  (S) 

c|iiand  m  =  loÂ:  ±:  I ,  et 

©=-« 

quand  m  =  lok  ±3. 

Ainsi 

pour  m  =  lok  ±  i  ;  et 


!.. 
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pour  m  =  loA-  ±  3.  Ou  bien  encore  on  a  généralement 

(X)  NM  =  [5  +  (5)]2(|;)^. 

L'équation  'i)  résume  tout  ce  que  l'on  doit  à  Eisenstein,  relativement 
au  sujet  qui  nous  occupe. 
La  somme  représentée  par 

s'exprime  aussi  par  un  produit.  Soient  a,  /',...,  les  facteurs  premiers 
dont  m  est  composé,  en  sorte  que  l'on  ait 

m  ^  a''  b' . .  .\ 

le  produit  dont  je  parle  poiuTa  s'écrire 

n[.'+(^).'-+.--H(î).'-'+...} 

Je  ne  pense  pas  que  la  notation  dont  je  me  sers  ici,  et  que  j'ai  déjà 
employée  ailleurs,  ait  besoin  d'être  expliquée,  ni  qu'il  soit  nécessaire 
d'ajouter  que  pour  rn  =  i  la  valeur  du  produit  dont  il  s'agit  est  sup- 
posée aussi  égale  à  i . 

On  voit  par  cette  expression  en  produit  que  la  somme 

m" 

est  essentiellement  >o,  quel  que  soit  l'entier  m. 

Il  est  bon  enfin   de  faire  observer  que  l'on   pourrait  remplacer  la 
somme 

par  celle-ci 


où  l'on  donne  au  signe  de  Legendre  la  signification  nouvelle  et  plus 
étendue  que  lui  attribue  Jacobi.  Par  là  on  mettrait  mieux  en  évidence 
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certaines  aîiaiogies  que  nous  développerons  une  autre  fois;  mais  pour 
le  moment  nous  conserverons  la  formule  (i)  telle  que  nous  l'avons 
écrite. 

En  y  prenant  successivement 

m  =:  I ,     m  =3,     m  :=  'j,     m  =  g,     etc., 
cette  formule  donne 

N(i)  =  6,     N(3)  =  8,     N(7)  =  24,     N(9)  =  42,     etc., 

résultats  dont  l'exactitude  est  aisée  à  vérifier.  Mais  je  ne  veux  pas 
insister  sur  ces  calculs  numériques. 

1.  En  m'occupant  à  mon  tour  de  la  forme 

X-  +y-  +  z-  +  5i!-, 

j'ai  naturellement  cherché  d'abord  à  constater  au  moyen  de  ines^or- 
inules  générales  l'exactitude  de  l'équation  (i);  puis,  cela  fait,  j'ai 
considéré  les  entiers  qu'Eisensteiii  a  laissés  de  côté  et  qui  nffi-aient  des 
difficultés  spéciales  à  cause  du  facteiu-  premier  a,  ou  du  facteur  |)re- 
mier  5,  ou  de  ces  deux  facteurs  premiers  réunis. 

J'ai  réussi  par  deux  méthodes  différentes  à  me  débarrasser  des  diffi- 
cultés provenant  du  facteur  5.  Eu  effet,  tout  entier  ri  divisible  par  5 
peut  être  mis  sous  la  forme 

(/  étant  premier  à  5.  Or  je  trouve  que  l'on  a 

N(5''<7)  =  i(5'^--M)N(<7) 

quand 

q^±  ï      (niod.  5); 
et 

N(5'V/)  =  1(5''--,)N(<7) 

quand 

7  ^  ±  3     (mod.  5). 
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On  peut  comprendre  ces  denx  équations  en  une  senle,  en  écrivant 
que 

5-3+'   ,    a 


(u)  N(5''7)  = -7V^N(7). 


^-(1 


L'équation  (2)  subsisterait,  mais  deviendrait  purement  identique,  si 
l'on  y  taisait  |S  =  o. 

Lorsque  (]  se  réduit  à  un  entier  impair  m,  la  valeiu'  de  N(7)  ou  de 
N(/72)  est  fournie  par  l'équation  (1).  La  combinaison  des  équations  (i) 
et  (2)  conduit  donc  à  cette  formule  remarquable 

(3)  N(5'S»)=[5'^-'+(;)]2:(|)^A 

laquelle  reste  exacte  même  pour  j3  =  o,  puisqu'alors  elle  coïncide 
avec  l'équation  (i). 

En  y  prenant  ??2  =  1 ,  j3  =  r ,  on  en  conclut 

N(5)  =  26; 

or  cela  est  vérifié  par  les  équations 

5  =  0-  +  o-  +  o^  +  5  (  ±:  I  )- 
et 

5  =  (±  2)-  +  (±  i)-  +  0=  +  5.o% 

qui  donnent  pour  l'entier  5  vingt-six  représentations  en  opérant  dans 
la  seconde  d'entre  elles  les  permutations  convenables. 
Pour  Ml  =  3,  p  =  I,  il  viendrait 

N(i5)=:48. 

Or  il  y  a  en  effet  quarante-huit  représentations  de  l'entier    i5  par  l;i 

forme 

X-  -h-j-^  +  z-  -+-  5^"; 

elles  résultent  naturellement  de  l'identité 

1 5  =  (  +  3f  +  ( ±  i)=  -+-  o^  +  5  (  ±  if . 
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Mais  quand  cj  est  pair,  en  sorte  que 

»«  étant  itnpair  (et  premier  à   5,  comme  fy),   la   valeur  de   ^{(]),  ou 
plutôt  de  N  {"i" m)  reste  à  trouver.  Voici  comment  nous  l'oblienclroiis. 

5.   Soit  d'abord  a  =  i,  en  sorte  qu'il  s'agisse  d'un  entier  impairc- 
ment  pair. 

Je  trouve  que 

quand 
tandis  que 

quand 


N(2m)  =  i2  V(^W 
m  =  lok  —  i, 

N(2m)  =  i8V('^j«' 


m  =  loÂ:  ±  3. 
Ces  deux  équations  sont,  du  reste,  comprises  dans  l'équation  unique 

(4)  N(.,«.  =  3[5-(^')]V(|)^. 

Pour  aller  plus  loin  dans  la  série  des  puissances  de  a,  on  distinguera 
le  cas  de  x  impair  (a  =  27  +  i)  du  cas  de  a  pair  («  =  27  ^-  2).  On  a, 
je  m'en  suis  assuré, 

(5)  N  {2''-^' m)  =  ^-''"^^'  ^  ^  N  (2ffl) 
et 

(6)  N  {^''^'m)  =  ^''^3~^  N  (wj. 

On  peut  faire  7  =  0  dans  ces  deux  équations.  Alors  l'éipi  ili  )u  (5) 
devient  identique,  et  l'équation  (6)  donne 

N(4m)  =  N(m\ 

résultat  qu'on  pouvait  facilement  prévoir  à  priori. 
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En  portant  dans  l'équation  (5)  la  valeur  de  N(2/?i)  fournie  par 
l'équation  (4),  et  dans  l'équation  (6)  la  valeur  de  N  (m)  fournie  par 
l'équation  (i),  on  obtient  respectivement 


N 
et 


N(.--™)=5[5+(?)](^""'-5)5:(l)''. 


formules  que  je  réunis  en  une  seule  en  écrivant,  sous  la  condition  de 
a  >  o, 

(7)  N(.-^,„)  =  l[5-f-(-,r(f)][.'<--(-,r-5]v(|)./. 

Maintenant  combinez  la  formule  (7)  avec  la  formule  (2)  oîi  vous 
ferez  ^  =  2"m,  observez  d'ailleurs  que 

et  vous  obtiendrez,  pour  tous  les  nombres  pairs,  la  formule  que  voici  : 

(8)N(2«5'^m)=^[5'^-  +  (-ir(?)][^='-'-(-ir.5]2(5)rf. 

On  peut,  dans  la  formule  (8),  faire  [3  =  o,  mais  non  pas  a  =  o.  Le 
cas  de  a  =  o  est  résolu  par  la  fornuile  (3)  dans  laquelle  la  valeur 
|3  =  o  est  admissible  comme  toute  autre  valeur.   Les  formules  (3)  et 

(8)  résolvent  complètement  la  question  que  nous  nous  étions  proposée. 

4.  Nous  venons  de  déterminer  le  nombre  total 

N(«) 

des  solutions  propres  ou  impropres  de  l'équation 

n  =  X-  -^  j'  4-  z'  -H  5/-. 
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Ajoutons  quelques  mots  relativement  au  nombre 

des  solutions  propres,  pour  lesquelles  les  indéterminées  x,  j,  z,  t  ne 
doivent  avoir  aucun  facteur  commun  ">  i  • 
Posons  comme  ci-dessus 

«  =  2"  5'^  m, 

m  étant  impair  et  premier  à  5  ;  mais  an  lipu  de  la  fonction  numérique 
de  m  exprimée  par  la  somme 

ou  par  le  produit 

relatif  aux  facteurs  premiers  de  m,  introduisons  celle-ci  : 

n  [«"-(?)«'-]■ 

E;i  faisant 

N(2''-5Sn)  =  G(a,  p,  »0n[«'+  (i)  "'"']' 

on  trouvera  sans  peine,  suivant  les  cas  divers  qui  peuvent  se  présen- 
ter, la  valeur  de 

G  (a,  ,^,  m). 

Soit   d'abord   a  =  o,    puis    distinguons  les   cas  de  /3  =  o,    ^  =  1, 
,3  >  I .  On  a 

G  (o,  o,  m)  =  5  -h  [  j  j  .     G(o,  \,  m)  =  i5  +  (^j  : 

et,  pour  jS  >  I , 

G(o, /3,  m)  =  24.5'^"'. 

Soit   ensuite    a  =  i ,    puis    successivement    ,5  =  o,    ,3=1,    /B  >  i. 

Tome  IX  (î*  série;.  —  J.\nvieb  1864.  "* 
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On  a 

G(i,o,,«)  =  3[5-  (f)],    G(i,  .,/»)  =  3[25-(f)]: 

enfin,  pour  jî  >  i, 

G(i,/3,»2)=72.5''''-'. 

Quand  «  =  2,  il  n'y  a  pas  de  solutions  propres.  Ainsi 

M(4.5'^7?z)  =0, 

quel  que  soit  l'exposant  |3.  En  effet,  l'équation 

4.5'' /n  =  oj-  +  j"  -h  S"  -h  5^^ 

ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  pour  x,  y^  z,  t  des  entiers  pairs,  par 
conséquent  des  entiers  affectés  du  facteur  commun  2. 

En  dernit-r  heu,  soit  a  >  2,  et  successivement  /5  =  o,  jS  =  i ,  ("î  >  i . 
On  aura 

et 

mais,  poiu'  | j  >  i , 

G(a,  ,3,/«)  =  3.2"-^\5'''-'. 

La  question  proposée  est  donc  résolue.  Le  cas  de  a  ^  o,  p  ^  o  a 
été  traité  par  Eisenstein  à  l'endroit  déjà  cité  du  Journal  de  Crelte. 
Notre  solution  s'accorde  alors  avec  la  sienne.  Les  autres  cas  sont 
discutés  ici  pour  la  première  fois. 

o.  Exigeons  à  présent  que  dans  les  représentations  d'un  entier 
donné  n,  par  la  foi  me 

X-  +  j- -^  z-  +  St\ 

on  n'admette  plus  pour  a-,  y,  z,  t  que  des  valeurs  impaires  et  posi- 
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(ives.  Quel  sera,  dans  ces  conditions  nouvelles,  le  nombre  total 

X(n) 
des  représentations  propres  ou  impropres?  11  est  évident  qu'on  aura 

3L{n)  =  o 
SI  /i  n'est  pas  multiple  de  8.  Mais  quelle  sera  la  valeur  de 

m  étant  un  entier  impair,  premier  à  5,  et  les  exposants  z,  /3  ayant  des 
valeurs  quelconques,  la  valeur  o  comprise? 

Je  réponds  à  cette  question  par  l'équation  suivante,  bien  facile  à 
établir, 

(i(:  laquelle  un  déduit,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus, 

Si,  tout  en  continuant  à  exiger  pour  se,  j,  z,  t  des  valeurs  impaires 
et  positives,  on  ne  demandait  que  le  nombre 

31L(8.2-'5''m) 

(les    représeiitalioiis  propres,  il    faudrait   distinguer  les  trois  cas   de 
^  =  o,  /3  =  1,  p  >  1 .  La  fonction 

reparaîtrait.  On  a,  en  effet, 

..Ms,.„,)=,.--[5-(-,)'(;')]n[('"+(i)«'-l 


2.. 
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puis 

.7.t(8..=5,.)  ^.=-^[^5  -  (-  ,r  (?)]  n  [(- -^  (5)  -"-]•• 

enfin,  pour  jS  >  i, 

3iM8.a'-5^«)=:3.2^^'5''-'np+(i)""~']- 
Je  crois  pouvoir  me  dispenser  d'ajoiiter  des  exemples. 
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VV^VV*%^\\*^VV*'VW***»%*i*\\-^/SA^AAV*^*«A\\(\^^V*\i%^A^vV*VV«AAAV%A%V»*A(*X\^VV  VV*iVfcVVV\*V*V^^ 


SUR  L\  FORME 

j,,5  _^_y2  _|.  2:;=  -f-  vr/  +  3/-; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.  Étant  donné  un  entier  n,  on  demande  le  nombre 

des  représentations  de  n  par  la  forme 

a:''  +  j2  _^  2-2  _^  2r./  4-  3^-, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  solutions  de  l'équation 

«  =  X*  +  J-- +  az- H- azi  +  3/', 

dans  laquelle  x,  y^  z,  t  sont  des  entiers  quelconques,  positifs,  nuls 
on  négatifs. 

Il  nous  sera  bien  facile  de  répondre  à  cette  question  si  l'on  regarde 
comme  connu,  d'après  l'article  qui  précède,  le  nombre 

N(2n) 
des  solutions  de  l'équation 

2«  =  j?-  +  ^-  H-  a-  -j-  -ôt"^ . 

Je  me  suis  assuré  en  effet,  et  il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  voir  que 
le  nombre  demandé 

N  {n  =  x^  +7'  -)-  2Z'  H-  2  r<  +  3«») 
est  égal  à 

i[2  4-(-0'']N(2«), 
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c'est-à-dire  est  égal  à 

quand  «  est  impair,  mais  égal  à 

N(2/0 
quand  n  est  pair. 

Si  donc  on  pose,  comme  dans  l'article  précédent, 

n  =  a   5'  m, 
m  étant  impair  et  premier  à  5,  et  si  l'on  forme  la  somme 

m" 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  â  de  l'entier  m  =  dâ,  on  verra,  en 
distinguant  le  cas  de  «  pair  du  cas  de  n  impair,  que 


est  egai  a 


tandis  que,  s'il  s'agit  d'un  entier  pair,  c'est-à-dire  du  cas  de  a  >  o, 
s'exprime  par 

^[5''--(-,r(j)][.«-^^(-.r.5]v(J)^. 

On  admet  pour  /3  la  valeur  zéro  comme  toute  autre  valeur.  Ainsi 

N  (w  =  a-^  +  j2  -f-  2C'  +  2Z?  +  3/-) 
est  égal  à 

[5-(?)]2(î)''; 
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et,  sous  la  condilion  de  a  >  o, 

N(2"m  =  X-  -+-r-  +  2r-  -\-  y.zt  -h  it-) 
est  égal  à 

5[5-(-.r(j)][=-  +  (-.r.^l2C§)''- 

2.  On  peut  désirer  aussi  d'avoir  séparément  le  nombre 

M  {n  =  X-  -\-  j-  -h  2  z-  -h  izt  -h  "^t') 
<ies  solutions  propres  de  l'équation 

n  ^  X-  ■+■  j'  -h  3Z-  -h  2  zi  +  3  <* . 
Pour  former  ce  nombre,  représentons-le  par 

H(a,/3,m)np'+(5)«""']' 
l'entier  donné  n  l'étant  lui-même  par 

où  m  est  impair  et  premier  à  5.  Le  produit 

n[«"-(i)""-]' 

déjà  employé  dans  l'article  précédent,  est  relatif  aux  facteurs  premiers 
<le  m,  p.  désignant  l'exposant  tle  chacun  de  ces  facteurs  a  dans  l'ex- 
pression de  m.  Voici  quelle  sera,  suivant  les  divers  cas,  la  valeur  du 
coefficient 

H(a,  ,3,  m). 

Occupons-nous  d'abord  des  nombres  impairs,  pour  lesquels  a  =  o. 
Ou  a 


H(o,o,./0=    5-('^) 
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et 

H(o,  .,,;.)  =..5-  (^); 
mais,  pour  ^  >  i , 

Passons  aux  entiers  impairemeiit  pairs,  c'est-à-dire  au  cas  di   a  =  i . 
On  a 

H(i,o, /«)=    ^  "^  (?) 
et 

H(l,    I,/h)=  25  +    ('^): 

mais,  pour  /3  >  i , 

H(i,/3,  m)=.24.5'^-'. 

Quand  a  ^  2,  on  a  successivement 

H(2,o,  m)=.6[5-(^)], 

puis 

H(t.,  i,»i)  =  6[25-(f)], 

et,  pour  |3  >  f, 

H(2,/5,  m)  =  i44-5''~'. 

Soit  enfin  a  >  a.  Je  trouve  alors 

H(a,o,.0  =  ^"[5-{-.r(i)]' 
et 

H  {«,  I,  m)  =  a"  1^25  -  (-  i)"'  (^^jj , 

mais,  pour  ft  >  i, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  17 


^^*v^\^v^^^\^^\^*\»v^^  ^'\\^\\^  vvW^xv*w»  w»\^*\x%vfc»iw*.'\N%vwv\i*v%^vs»«W  vfc*v\*^A**%v»vv*vv»  vv* 


SUR  LA  FORME 

X-  +  5  j-  -\-  z-  -{- 1-  )\ 

Par  m.  J.  LIOL VILLE. 


1.   La   détermination   du   nombre   des  représentations  d'un  entier 
donné,  par  la  forme 

X-  +  5(^--  +  z=  -(-  f') 

dont  nous  voulons  nous  occuper  ici,  n'offre  pas  de  très-grandes  diffi- 
cultés quand  on  regarde  comme  connu  pour  tout  entier  n  le  nombre 

N(«) 
des  représentations  de  n  par  la  forme 

que  nous  avons  étudiée  dans  les  premières  pages  de  ce  cahier. 
Et  d'abord,  s'il  s'agit  d'un  multiple  de  5,  on  a  évidemment 

N(5/i  =  x=-+-5j--f-  bz-  -^ôt-)^  N(«). 

En  effet  l'équation 

S/ï  =L  X-  -t-  5j-  -f-  5-^  -1-  5^^ 

exige  que  x  soit  multiple  de  5;  il  finit  donc  faire 

et  alors  l'équatiou  proposée  se  ciiange  en  celle-ci 

n  =  J^  -h  z-  -h  t'  -i-  5x1 
dont  le  nombre  de  solutions  est  précisément  N(n). 

Tome  IX  (2'  série).  —  Janvier  1S64.  J 
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S'il  s'agit  d'un  entier  non  multiple  de  5,  cet  entier  sera  de  l'une 
des  deux  formes 

■^  O  —  '  )       -'o   —  ^" 

Quand  il  est  de  la  forme 

on  a 

]V(5g±:3  =  :c=  a-  Sj^  -+-5z-  +  Sl-)=  o; 

car  l'équation 

est   impossible,    puisque   le  second  membre  est   résidu  quadratique 
de  5  et  le  premier  non  résidu. 
Poiu'  les  entiers  de  la  forme 

la  question  est  plus  délicate.  J'ai  réussi  néanmoins  à  la  résoudre,  en 
démontrant  que 

(Jn  voit  que  la  fonction  N  (//)  suffit  toujours. 

2.  Entrons  pourtant  dans  le  détail  de  quelques  cas  particuliers,  en 
laissant  de  côté  les  entiers  multiples  de  5  ou  non  résidus  quadratiques 
de  5. 

Considérons  d'abord  un  entier  impair  de  la  forme 

ioÂ:±:  I, 

et.  après  avoir  décomposé  loA'  i:  i  de  toutes  les  manières  possibles  en 
deux  facteurs  d,  c?,  iiiîrodiiisons  la  somme 


Sil)"- 
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L'expression  explicile  de 

N(ioA  ±1  =  .r-+  5j*-t-  52==+  5^') 


sera 


■m 


Pour  l'entier  r,  par  exemple,  c'est-à-dire  pour  l'équation 

i  =  x^  +  5(j'-hz'+L'], 

on  n'aura  que  deux  solutions  :  elles  répondent  à 

a:=±i,     J"  =  o,     z=o,     t  =  o. 

Mais  pour  l'entier  9,  le  nombre  des  solutions  deviendra  égal  à  qua- 
torze ;  les  identités 

9  =  (±3)"  +  5(o'  f-o=  +  o^), 

9=(±2f  +  5[o^-f-(±:  1)^  +  0^], 
9  =  (±2)=  +  5[o^  +  o'^  +  (±irj 

confirment  ce  fait. 

Qu'il  s'agisse  à  présent  d'un  entier  pair  de  la  forme 

c'est-à-dire  d'un  entier  pair  égal  au  produit  de  lok  dz  i  par  une  puis- 
sance de  4-  La  valeur  de 

sera 

3 
la  somme 


l(»-'-5)2(i)''. 
2  (1)  " 


3.. 
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se  rapportant  aux  diviseurs  conjugués  d^  â  de  l'entier  loA'  it  i  =  clâ. 
Pour  l'entier  4,  par  exemple,  c'est-à-dire  pour  l'équation 

il  n'y  aura  que  deux  solutions  :  elles  répondent  à 

X=:±2,       J"=0,        Z  =  O,        t  =  O. 

Mais  pour  l'entier  4-9  ou  36,  il  y  en  aura  quatorze,  ce  qu'on  %'érifie 
aisément.  Pour  l'entier  i6,  il  y  en  aura  dix-huit.  C'est  ce  que  confir- 
ment les  identités 

l6  =  (=h/4)-  +  j(o-  4-0=  4-0-) 

et 

,6  =  (±,r  +  5[(±. )=  +  (+. r  +  (±i)1, 

la  première  fournissant  deux  solutions  et  la  seconde  en  donnant  seize. 
Soit  enfin  un  entier  pair  de  la  forme 

2"''+'(ioA±:3). 

Après  avoir  posé  de  toutes  les  manières  possibles 

loAdz  3  =  .'/c? 
et  calculé  la  somme 

2(1)'^ 

relative  aux  groupes  d,  â  ainsi  définis,  nous  verrons  que  la  valeur  de 

N  [■i'"'^'  (loA  rt  3)  =  .r-  +  Sf  +  5z^  -^5/=] 
s'exprime  par 

Ainsi  pour  l'entier  6  =  2.3,  c'est-à-dire  pour  l'équation 

{]  ^  X- -h  5  {y- -+-  r=  -ht-), 
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il  doit  y  avoir  douze  solutions.  C'est  ce  que  confirment  les  identités 

6  =  (i:i)-  +  5[(ifci)-  +  o=  +  o-], 
G  =  (iti)=  +  5[o=  +  (±i/  +  o=], 

r,  =  (  ±  1  )2  +  5  [0=  +  o-  -+-  (  i  r,'-]. 

3.  Je  ne  m'arrêterai  jxis  à  la  recherche  (hi  nombre  des  représenta- 
lions  propres  d'un  entier  donné,  par  la  forme 

non  (jue  cette  recherche  soit  difficile,  mais  elle  nous  entrainer;iil  d.uis 
des  détails  fastidieux,  parce  qu'il  faudrait  distinguer  beaucoup  de  cas 
différents.  Mais  je  dirai  deux  mois  d'une  autre  question,  qui  n'est  pas 
sans  intérêt. 

Exigeons  donc  à  présent  que  les  entiers  jr,  j,  z,  t  soient  impaiis  et 
positifs,  puis  cherchons  quel  sera,  sous  cette  condition,  le  nombre  des 
représentations  d'un  entier  donné  n.  Laissons  de  côté  les  deux  cas 
faciles  de  n  multiple  de  5  et  de  n  non  résidu  quadratique  de  5.  Suppo- 
sons aussi  n  multiple  de  8,  car  sans  cela  il  n'y  a  aucune  représentation 
lie  n  sous  la  forme  voulue.  Nous  n'aurons  dés  lors  à  faire  que  les  Acwyi. 
hypothèses  suivantes 

ou  bien 

//  =  8.2''^(io/-  ±  3); 

on  admet  pour  ■/  la  valeur  zéro.  Pour  arriver  au  but,  il  faudra  encore 
se  servir  de  la  somme 


E©-'. 


relative  dans  le  premier  cas  aux  diviseurs  conjugués  r/,  0*  de  l'entier 
lo/c  ±:  I  =  (Y(?,  tandis  que  dans  le  second  d  et  à  appartiennent  à  l'en- 
tier loA  it  3. 
Pour 

n  =  8.2"^-^'(ioAi:  i;. 
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ie  nombre  demandé  sera  exprimé  par 


v5/ 
et  pour 

«  =  8.2'''(io/-±:3), 


il  est  (gai  à 


■'-'2  (!)''■ 


Aiiisij  par  exemple,  l'équation 

quand  on  y  prend  x,  jr,  z,  t  impairs  et  positifs,  n'a  qu'une  solution  : 
elle  est  fournie  par  l'identité 

l6  =  i-+  5(1-  H-  i'--4-i-). 
Pour  l'entier  24,  c'est-à-dire  pour  l'équation 

8.3  =  0--  +  5  {j-  +  z^  +  t^ j, 

où  X,  j,  z,  t  sont  de  même  impairs  et  positifs,  on  ne  trouve  de  même 
qu'une  solution.  C'est  l'identité 

24  =  3=  +  5(1^  +  1=  +  1^) 

qui  la  donne  cette  fois. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  a3 


SUR   LA  FORME 

■ix"^  -i-  ixy  +  3j-'  +  5z-  +  5/-; 

Par   m.  J.  LIOLVILLE. 

1.  Etant  donné  nn  entier  «,  on  demande  une  méthode  Facile  pour 
le  calcul  du  nombre 

N  ■  «  =  -ix-  -\-  ixy  +  '^y-  -f-  Sz"  +  5^-) 

des  représentations  de  n  par  la  forme 

.  ■:>.x-  -f-  ixy  +  3j--  -+-  5  :■-  -i-  ;"  l\ 

c'est-à-dire  du  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

«  =:  2  j:-  -t-  2  J")-  +  'iy-  -(-  5z'-  -H  5/-, 

où  X,  y,  2,  t  sont  des  entiers  indifférenuncnt  positifs,  nuls  on  négatifs. 
La  réponse  à  cette  question  sera  très-simple  si  l'on  veut  admettre 
comme  bien  compris  ce  qui  a  été  dit,  dans  l'article  précédent,  cou- 
ceruant  la  forme 

X-  -f-  j(j--  -f-  :.-  -\-  I-]. 

2.  Eu  elli'î,  quand  n  est  impair,  la  valein-  demandée  de 

N(/i  =  2  r^  +  ixy  -t-  iy-  +  5z^  +  5^-) 
est  égale  à 

■^  N(a«  =  .r-  +  by-  +  Sx--  -h  j«-), 

tandis  que  pour  n  pair  elle  est  égale  à 

N  (2«  =  x^  +  jy^  -+-  5c^  -I-  5i-). 
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En  d'autres  termes  les  deux  quantités 

[2  +  (-!)«+']  N(«=  2X-  ■+-  2:rj+3j--+-  5:-  +  5/=) 
et 

N  (2«.  =  ^-  +  5j-  ■+-  5z=  +  5t-) 

sont  toujours  égales  entre  elles. 
IjJ)  valeur  de 

N  (2/i  :^  X-  -f-  5j-  -+■  5z^  -+-  5/'-') 

ayant  été  donnée  ci-dessus  pour  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
ces  quelques  mots  suffisent  pour  résoudre  la  question  nouvelle  a 
laquelle  ce  dernier  article  est  consacré. 
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SOLUTION 

De  divers  problèmes  de  Mécanique,  dans  lesquels  les  conditions 
imposées  aux  extrémités  des  corps,  au  lieu  d  être  invariables, 
sont  des  fonctions  données  du  temps,  et  où  l'on  tient  compte 
de  l'inertie  de  toutes  les  parties  du  système; 

Par  m.  PHILLIPS. 


J'ai  frailé  ces  problèmes  par  deux  procédés.  L  un  d'eux  est  applique 
dans  le  premier  chapitre  et  l'autre  dans  le  second. 

CHAPITRE  PREMIER. 

PROBLÈME    I. 

Déterminer  le  mouvement  moléculaire  de  toutes  les  parties  d  une 
tige,  dont  une  extrémité  reçoit  un  mouvement  donné,  i autre  étant 
libre,  et  oii  chaque  point  se  meut  parallèlemenl  à  l'axe  de  cette  tige. 

Soit  X  la  distaiice  d'une  tranche  quelconque  de  cette  tige  à  un 
point  fixe  pris  sur  l'axe,  dans  l'état  de  repos  de  celle-ci,  quand  elle 
n'est  sonmi.se  à  aucune  force,  et  soit  u  ce  qu'est  deveuu  x  dans  le 
mouvement,  au  bout  du   temps   t.   L'allongement    |)roportionnel  est 

r/u 

Soient  E  le  coefficient  d'élasticité  et  zs  le  poids  de  l'unité  de  volume 
de  la  substance.  L'équation  aux  différences  partielles  est 

(') 
ou 

4 


d'u 

"Eg  d-  u 

dt' 

js     dx' 

d'il 
dfi 

= 

djc^ 

ïotiv  IX  (2«  série).  ■ 

-  Jasïieb  iSCj. 

26  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

en  faisant 

(3)  ^  =  ^^. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  est 

(4)  u=/{x+  kt)-^rV{.r  -  kt), 

f  et  F  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

Il  s'agit  de  déterminer  directement  les  deux  fonctions  qui  entrent 
dans  la  valeur  de  u.  Je  les  désigne  d'une  manière  générale  par  /  (Ç) 
et  F(Ç-),  et  elles  ont  besoin  d'être  connues  :  1°  /  (Ç)  de  Ç  =  o  à 
Ç  =  +  00  ,  et  2°  F  (Ç)  de  Ç  =  /  à  Ç  =  —  00  . 

On  a  d'abord  ces  deux  fonctions  deÇ=oàÇ  =  +  /,  d'après  l'état 
initial,  et  on  les  obtient  ensuite  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  la 
variable,  d'après  les  conditions  assignées  pour  les  extrémités. 

L'état  initial  est  donné  de  telle  façon  que,  pour  <  =  o,  on  ait 

(5)  ti  =  v^[x) 
et 

Il  faut  donc  qu'on  ait,  à  cause  de  l'équation  (4), 

(7)  /(^)  +  F('^')  =  <P(-^) 

et 

A/'(:r)-A-F(^)  =  4-(x) 

ou,  en  intégrant  cette  dernière  relation, 

(8)  /(^)-F(j.)  =  i;¥(a-, 

en  désignant  par  T  (x)  l'intégrale  /  '^{_x)  dx. 

Il  est  inutile  de  tenir  compte  de  la  constante  de  cette  intégrale,  car 
elle  disparaîtrait  dans  )a  valeur  (4)  de  u. 
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Un  a  donc 

(9)  V{x)=f^{x)c/x. 

On  déduit  des  équations  (7)  et  (8) 

(.0)  /(.r)  =  lç(x)+^>F(a-) 

et 

(11)  F(a-)  =  ^?(a:)-^'F(x), 

ou,  en  désignant  d'une  manière  générale  par  Ç  la  variable,  on  a 

(12)  /(Ç)  =  ^9(Ç)  +  i'i''(a 
(■3)  F(Ç)  =  i<p(Ç)-^'F(Ç). 

Comme  (p{'Ç)  et  <i^  (Ç)  et  par  suite  tp  (Ç)  et  ^  (Ç)  sont  données  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  la  variable  comprises  entre  o  et  /,  il  en 
résulte  que  y^(Ç)  et  F(Ç)  sont  connues  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  la  variable  comprises  entre  o  et  /.  Il  reste  à  trouver  ce  qu'est 
/{'Ç')  de  Ç  =  Z  à  Ç  =  H-  00  ,  et  ce  qu'est  F  (Ç)  de  Ç  =  o  à  Ç  =  —  00  . 

La  suite  des  opérations  dépend  des  contlitions  imposées  aux  extré- 
mités. 

Supposons  donc  que  le  mouvement  imprimé  à  l'origine  de  la  tige, 
répondant  ii  x  =  o,  soit  représenté  par  l'équation 

(i4)  '^  =  So(0, 

Ç(,(<)  étant  une  fonction   donnée  du   temps.  L'autre  extrémité  de  la 
tige  étant  entièrement  libre,  ou  a 

(i5) 1  =  0     pour     x  —  l. 

Pour  que  l'équation  (/|)  satisfasse  à  ces  conditions,  \\  faut  qu'on  ail, 
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quel  que  soit  t, 


et 


y'(/+ A7j  +  F\/-/./  ... 


ou,  en  faisant 


;.6)  /i-/  =  ç, 

/(Ç)  +  F(-Ç)  =  =:o(i) 


et 


y'(/-f-0+F'(/-ç)  =  .. 


y  (     )  et  F'  (     )  désignent  les  dérivées  des  fonctions  correspondantes. 
On  peut  en  intégrant  remplacer  cette  dernière  équation  par 

/(/  +  ç)-F(/-r)  =  ç  +  c. 

Pour  déterminer  la  constante  C,  il  suffit  de  faire  Ç  =  o,  et  l'on  a 

C  =  /:/)-F(/), 
ou.  à  cause  de  l'équation  (8), 

On  doit  donc  avoir  définitivement,  quel  que  soit  Ç, 

(i?)  /(Ç)-^F(-Ç)  =  f„(|) 

et 

(i8)  /^/  +  ç)_F(/-Ç)  =  Ç+i¥(/). 

Toul  résulte  maintenant  de  ces  deux  dernières  équations. 

El)  effet,  comme  F(Ç)  est  connue  de  Ç  =  o  à  Ç  =  /,  il  en  est  de 
même  de  F(/—  Ç).  Donc  l'équation  (i8)  fera  connaître  y (/ +  Ç)  de 
Ç=:  o  à  Ç  =  /,  ou,  ce  qui  revient  au  méme,y^(Ç)  deÇ=/àÇ=2/. 
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Remplaçons  maintenant  dans  l'équation  (18)  Ç  par  Z+Çet  nous 


aurons 


ou,  à  cause  de  l'équation  (17), 

(19)        /(2/  +  ç)  =  -/ (Ç)  +  /  +  Ç  +  =0  (1)  +  -,  "VU). 


Cette  formule  permet,  quand  on  connaît  y"  (Ç),  d'obtenir  J  {7.I  -+■  Ç) 
et  par  suite  on  déterminera  successivement  /(Ç)  pour  toutes  les  va- 
leurs de  Ç  de  o  à  +  00  . 

Reste  à  connaître  F  (Ç)  de  Ç  =  o  à  Ç  =  —  00  ,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  F(—  Ç)deÇ  =  oàÇ  =  +  Qo. 

Or  on  a  de  suite,  par  l'équation  (17), 

(20)  F(-Ç)  =  -/(Ç)  +  ?o(7)' 

ce  qui  résout  la  question. 

Cas  d'un  mouvement  uniformément  varié  pour  l'origine  de  la  tige. 

Je  vais  donner  un  exemple  de  ces  calculs.  Je  suppose  que  le  corps 
parte  de  sa  position  naturelle,  chacune  de  ses  parties  étant  alors  en 
équilibre  et  sans  vitesse  initiale.  J'admets  de  plus  que  l'on  compte  les 
u  à  partir  de  l'origine  de  la  tige  supposée  en  repos.  On  a  alors 


9(a:)  =  x,     '^{x)  —  o     et     W  (x) 


ou 


Admettons  que  le  mouvement  donné  qui  est  imposé  à  l'origuie  de  i; 
tige  soit  uniformément  varié,  de  sorte  que 


ou 

(22) 


> 
=  0 

(0  = 

■b^' 

So 

a)^ 

7?' 
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Convenons  de  désigner  par  _/"(?)  C^)  ft  F(Ç)  {  ,)  ^^  1^^^  ''°"'  '-^^ 
fonctions  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable,  de  o  à  /  inclusive- 
ment. On  aura,  par  les  équations  (12)  et  (i'3  ;, 

(23)  /(?)(/)  =^^ 

et 

N)  F(Ç)(°)=iç. 

Remplaçant  dans  l'équation  (r8),  F(/— Ç)  par  sa  valeur  connue 
-(/—  Ç),  on  en  tire,  en  conservant  le  genre  de  notation  ci-dessus  et 
observant  que  ^^  {l)  =  o, 

En  faisant  dans  cette  formule 

Z-^Ç  =  Ç'     ou     Ç  =  ?'-/, 


on  a  donc 


/(n(,')=ïÇ' 


ou,  d'une  manière  générale, 


Comme  cette  formule  coïncide  avec  l'équation  (23),  on  peut  écrire 
en  général 

(-5)  /(ç)(:^)=^ç. 

Pour  trouver  les  valeurs  suivantes  de  /  (Ç),  remplaçons  dans  l'é- 
quation (19)  Ç  +  2/  par  Ç,  ou  Ç  par  Ç  —  2/,  et  nous  aurons,  dans  le 
cas  actuel,  pour  tout  ei)lier  /, 


,„   -/w(:;UJ=-/(?-^')("/"")---' 
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Cela  veut  dire  qu'après  avoir  déterminé  f  (^)  pour  toutes  les  valeurs 
(le  la  variable  depuis  (2/ —  2)  /  jusqu'à  2//,  on  y  remplacera  Ç  par 
Ç,  —  2/,  et  substituant  dans  le  second  membre  de  l'équation  (26),  on 
aura  /"(Ç)  depuis  i^  =  2il  jusqu'à  Ç  =  (2/ -f-  2)/. 

On  a  ainsi 


(27) 


A(ç-6/r, 


\ 


La  loi  est  visible  et  elle  se  continne  indéfiniment. 

On  remarque  que  pour  la  valeur  de  Ç,  qui  sert  à  passer  d'une  fonc- 
tion à  la  suivante,  ces  deux  fonctions  et  leurs  premières  dérivées  ont, 
ainsi  que  cela  devait  être,  la  même  valeur.  I>a  même  chose  se  vérifie 
pour  F  (Ç). 

Il  reste  à  déterminer  F  (Ç)  deÇ  =  oà^  =  —  00  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  F( —  Ç)deÇ  =  oàÇ  =  -t-oo. 

Or  ou  déduit  immédiatement  des  valeurs  de  l'équation  (17)  et  des 
valeurs  ci-dessus  de  J  (Ç) 


F(-ç)(:,)=-j?+ 


2/ 


(^8)  iF(-ç)u;)=-^ç+S-i(?-=^o= 


\^^-^){t)  =  -'j-^'ê-i^(^-^^r-^iF'i^-^n\ 
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(28) 


■6/ 


(-?)(8; 


2  -       2/^ 


Tpi^-^^y^ii^ 


-.-7^(^-60^ 


{■ç-^iy- 


F(-Ç) 


8/ 
10^ 


et  ainsi  de  suite. 

Il  est  maintenant  facile  de  former  pour  un  point  quelconque  la  va- 
leur de  u. 

Supposons  d'abord  kt  <  x,  ce  qui  n'aura  lieu  que  pendant  un  temps 
extrêmement  petit,  car  A'  est  très-grand.  Alors  comme  j:^Z,  il  résulte 
que  X  -h  kt  est  compris  entre  o  et  a/  et  que  x  —  kt  est  compris  entre 
o  et  /.  11  faut  donc  prendre  pour  les  fonctions  y  et  F  les  expressions 

qui  répondent  a  f  [Ç]  1° A  et  F(Ç)  (     j-  Donc  alors 

''  u  =  -  (.T  -h  kf]  -H  -  (  JT  —  kt) 

ou 

(29)  «  =  x, 

ce  <|ui  indique  que  la  tranche  x  ne  s'est  pas  déplacée,  ce  qui  devait 
être,  car  k  ou  \/— ^  est  précisément  la  vitesse  du  son  ou,  si  l'on  veut, 

la  vitesse  de  propagation  d'un  ébranlement  dans  la  substance,  et 
kt  <  X  signifie  que  l'ébranlement  imprimé  par  le  mouvement  à  l'ori- 
gine de  la  tige  n'est  pas  encore  parvenu  jusqu'à  la  tranche  x. 

Supposons  maintenaut  kt  >  x,  mais  que  kt  -k-  x  el  par  conséquent 

aussi  kt  —  X  soient  plus  petits  que  il.  On  prendra  alors  f  ['C)  (  .)  et 
F(-  Ç)  (  °j,  et  l'on  aura 

,/  =  1  (x  H-  kt)  -  -  [kt  —  x)+  ~  [X  —  A^)= 
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ou 


(3o)  ^^=  .r  H — '—  ix  —  ktf. 

0.  ri' 

Du  reste  la  loi  de  formation  permet  de  donner  tout  de  suite  la  va- 
leur de  u  pour  ar  et  <  quelconques.  Formons  d'abord  les  valeurs  cor- 
respondantes de_/  (Ç)  et  de  F(—  Ç). 

Supposons  donc  Ç  compris  entre  lil  et  iil-\-  >l  et  soit  d'abord  / 
pair.  On  somme  facilement  le  second  membre  de  la  valeur  générale 

dey  (Ç)(    '  Y  en  groupant  le  deuxième  terme  et  le  troisième,  le 

quatrième  et  le  cinquième,  le  sixième  et  le  septième,  etc. 
On  a  ainsi,  pour  /  pair, 


Si  i  est  impair,  on  a,  après  les  réductions, 
On  obtient  de  même  pour  /  pair 

(33)  F(-ÇiC;/-J  =  -^^^S-^[ç-('  +  ')a 

et  pour  /  impair 

Maintenant  supposons  j:  +  X:i  compris  entre  l'd  et  2/7 -i-  il.  Comme 
kt  —  X  en  diffère  de  ix  qui  est  plus  petit  que  a/,  Ut  —  .r  sera  compris 
entre  i\l  et  s/Z  +  2/  ou  entre  lil  et  2//  —  2/. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura,  si  i  est  pair,  en  substituant  tour  à  toiu- 
X  -\-  kt  ç\  kt  —  X  pour  Ç  dans  les  formules  précédentes, 

(351  u  =  x  +  ^x^\  [kf  -  X  f. 

Tome  l\  (  1'  •.érie).  -  Janvier  1864.  J 
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Si  i  est  impair,  on  aura,  toujours  dans  le  premier  cas, 

(36)  n=jc-  ^''^/'^'^  .r  +  ^-  (x  -^  kt)\ 

Dans  le  second  cas,  on  aura  de  même,  si  i  est  pair, 

(37)  „=.r^^-p-(f.t-ir:, 
et,  si  /  est  impair, 

(38)  n^jc^^^  [{.r  -  I  ■'  -^    kt-  il)-  +  (r  -  i)  /-]. 

Telles  sont  les  formules  très-simples  qui  expriment  toutes  les  lois 
du  mouvement.  On  en  déduira  immédiatement  la  vitesse  j-  ainsi  que 

l'allongement    proportionnel i    pour  tous   les  points   et  à  une 

époque  quelconque.  Ces  quantités  sont  données,  comme  on  voit,  sous 
une  forme  très-simple. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  équations  (35),  (36),  (37),  (38) 
vérifient  toutes  les  conditions  du  problème. 

D'abord  elles  satisfont  toutes  à  l'équation  aux  différences  partielles 
du  second  ordre  (2).  De  plus  elles  vérifient  les  conditions  imposées 
aux  extrémités.  En  effet,  si  l'on  considère  l'origine  de  la  tige  qui  ré- 
pond à  a-  =  o,  ce  sont  les  équations  (35)  et  (36)  qu'il  faut  prendre, 
car  pour  x  =  o  la  différence  entre  X/  —  j:  et  kt  h-  .r  est  nulle.  Or  en 
faisant  .r  =  o  dans  les  équations  (35)  et  (36),  elles  donnent  toutes 
deux 

u=  -  -jl-. 
2  ' 

Au  contraire,  si  l'on  considère  l'autre  extrémité  de  la  tige  qui  ré- 
pond à  .r  :=  /,  ce  sont  les  équations  (37)  et  (38)  qu'il  faut  prendre, 
car,  pour  .»  =  /,  la  différence  entre  kl  —  .r  el  kt  -t-  x  est  il.  Or  ces 
équations  (^7  )  et  (38)  doinieiit  toutes  deux 

(lu  , 

—  —1=0     pour     X  =  l. 
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On  sait  de  plus  qu'on  a  satisfait  à  l'état  initial,  puisqu'on  a  alors 
simplement  it  =  x. 

Enfin  on  voit  que  pour  chaque  valeur  de  x,  la  série  des  valeurs  de  u 
et  de  —  ainsi  que  de  —  correspondantes  à  celles  de  t  croissant  indé- 
finiment forment  une  suite  continue,  malgré  qui!  faille  employer  suc- 
cessivement les  diverses  formules  (35),(36  ,  \}>~)  et  (38j.  Cela  tient 
à  la  propriété  déjà  démontrée  des  deux  fonctions  J  'Ç;  et  F  ( —  Çi  ainsi 
que  de  leurs  dérivées  du  premier  ordre  qui  ont  chacune  la  même  va- 
leur pour  la  valeur  de  la  variable  ^  qui  sert  à  passer  de  l'une  quel- 
conque d'entre  elles  à  la  suivante. 

Cas  (t  un  mouvement  altenmtij  pour  l'orii^ine  de  la  ti^e. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  de  la  tige  soit  soumise  à  un 
mouvement  alternatif,  comme  celui  qui  serait  donné  par  une  mani- 
velle, et  dont  la  loi  soit 


(39)  Eo{t'  =  r—  rci><,',)t      ou      ço  f  j)  = /• 


/■  cos  ■ 


r  étant  le  rayon  de  la  manivelle  et  eu  la  vitesse  angulaire.  L'autre  ex- 
trémité de  la  tige  est  toujours  supposée  libre. 

La  même  marche  s'applique  identiquement  que  dans  l'exemple  pré- 
cédent.  Je  crois  donc  inutile  de  répéter  tous  les  calculs.  On  trouve 

d'abord 


(40)  f'^)(;i)=i^ 

et 

(4.)  Fr)(;)=^ç. 

Puis  on  obtient  successivement,  si  ;  est  pair, 


j/?'(:;l.,)=^ 


0}  :  L  • 


■2/  «(c  — 4/ 


rcos /■ -I-  /cos 


w  (Ç  —  4/ 


/  X 


,,.  j                                                             ut -6/                          ,..,'; -8/) 
(42)  <  -h  r  ^  r  cos 7 r  -h  r  co>  — — 7 


/cos 


w  l'ï  —  2//) 
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et,  si  /  est  impair, 


(/«)(:;;+,,)=;? 


0);!;  — 2/)                               M  (5  — 4/; 
r  —  r  vos ; •  —  /  H-  r  cos       


f  +r — rcos— i^^-T i  — ...-!-/■ — /cos    ■       ^ 

On  a  ensuite,  si  /  est  p;iir, 

F   —  ^)        -,        ;     = Ç  +  r  —  r COS- /■ -t- rcos 


t.- 

,  «(ç  — 4/!  w(ç  — 6^) 

(44)    '1  -<-/■  —  /■  C-0>i  ~ /■-+-/■  C-.S  7 

f  w(Ç—  2(7) 

-t-  r  —  /'COS  — ^ — ; ? 


et,  si  /  est  impair, 

F   —  C)        ,        ,    = Ç  + /'— rcasv— ^  + ''COS 


/  +/•—  /-cos— i r—î-^  —■■■  —  /+  /cos       ^       ■ ■' 

\  /<  I- 

Les  seconds  membres  se  réduisent  très-simplement  en  combinant 
d'abord  les  termes  deux  par  deux  et  faisant  usage  de  la  formule 
connue 

/  sinrt  -I-  sin  [a  -{-  x)  -+-  ?,\n{a  +  ix)  +  ?,\n[a  +  "hx)  -+-... 
I  -+-  iin  {a  4-  mx) 

(45i/V)  sin  (^x)  sin  («  +  ^-) 


sin  - 
2 


Après  quelques  réductions  simples,  on  trouve,  si  i  est  pair, 

/2,7  \  .  sin(T)''"|ïf^"^'^'^'^i 
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el,  pour  /  impair, 
,,  ,.,.,/-■'  \  '-^  cos    -     cos^U-(,-^,)/| 


0>/ 

cos-  - 


On  a  ensuite,  si  /  est  pair, 

(/  -t-  0  /w         w  ; 
cos  ■ ^ —  cos  -(:  —  // 


A  k 


et,  si  /  est  impair, 


«os  — 

n 


sin sm  -  (  Ç  —  //) 

cos  — 

ri 


Les  formules  (42),  (43),  (44)  et  (45)  montrent  encore  que  les  fonc- 
tions/(Ç)  et  F  (Ç)  varient  d'une  manière  continue  ainsi  que  les  dé- 
rivées premières  quand  on  passe  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  à 
la  suivante. 

Tant  que  x  >  kt  et  que  kl  -h  a:  <_  2  /,  on  a,  comme  dans  l'exemple 
précédent, 

u  ^=  x. 

Quand  cela  n'a  plus  lieu,  on  a  pour  11  les  expressions  suivantes  : 
X  +  kt  étant  compris  entre  2//  et  2/7-1-  2/,  kt  —  x  peut  être  entre 
les  mêmes  limites  ou  entre  21/  et  ail  —  2/. 
Dans  le  premier  cas,  on  a,  si  /  est  pair, 

[//_  ,  2(  +  i)/]    sin  — -T-cos(w<)  cos-{/  — x) 

,-.w,  „_.,  -^  ,  -,  — t ! 1 ^ 

cos  — - 


et,  SI  ;  est  mipau-, 

|^M-(--.)/]|sin:^ 


cos(wO  coSt  ('  —  .r)—  sin  ^[^' — (2;  •+•  1) /]  (  sin ' 
{5x)  u  =  x  +  r-r "'  ' 


0>l 

cos  — 
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Dans  le  second  cas,  on  a,  si  /  est  pair, 


)  ^'"  L^  * 

Xf— (7)     (os-(/  — .r) 

t    kJ  ^  J                            i*    tA.     ^^     ^  / 

cos  -y- 

et,  si  /est impair, 

cos  ( 

iU\ 

t)  "^"^ 

j,{it—il)     cos  j(l-.,) 

ml 
COS  — 

A 

On  s'assure  encore  facilement  : 

i"  Que  ces  quatre  formules  vérifient  l'équation  aux  différences 

tP  u  ,  ^  d'  u 

IF  ~         "^  ' 

2"  Que  les  deux  premières,  savoir  (5o)  et  (5i),   donnent 

u  ^=  r  —  rcosu^     pour     x  =  o; 
3°  Que  les  deux  dernières,  soit  (Sa)  et  (53),  donnent 

du  , 

I  =  o     pour     X  ^=  L. 

PROBLÈME  II. 

Voici  encore  un  autre  problème  du  même  genre,  important  pour  la 
pratique.  Il  est  relatif  à  une  bielle  d'accouplement,  et  je  le  pose  de  la 
manière  suivante  : 

AB  est  une  bielle  d' accouplement ,  hC  et  BD  sont  deux  manivelles 
parallèles  de  rayon  r,  w  est  la  vitesse  angulaire.  Soient  a  la  section 
de  la  bielle  de  longueur  primitive,  l  et  p  son  poids.  Soit  enfin  Q  la 
résistance  supposée  constante  et  appliquée  en  B  tangentiellement  à 
la  circonjérence  BD. 

Tous  les  points  de  la  bielle  ont  une  même  force  centrifuge  égale 
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à  or  r,  pour  V unité  de  masse,  dont  la  résultante  se  partai^e  en  deux 

forces  égales  chacune  à   —  w-  /■,  applifjuées  en  k  et  ^  suivant  les 

manivelles,  lesquelles  exercent  à  leur  tour  contre  la  bielle  des  actions 
égales  et  contraires. 

Représentons  donc  par  -^  w^  r  l'action  de  la  manivelle  BD  contre  la 

bielle,  cette  force  s'exerçant  de  B  vers  D. 

Je  prends  pour  origine  du  temps  l'instant  où  le  point  A  passe  en  H, 
c'est-à-dire  an  point  mort,  et  je  suppose  qu'à  ce  moment  l'état  initial 
soit  tel,  que  la  vitesse  de  tous  les  points  de  la  bielle  soit  nulle  et  que 
celle-ci  soit  alors  simplement  en  équilibre  sous  l'acliou  de  la  force 
centrifuge. 

En  conservant  les  notations  antérieures,  cela  revient  à  poser 

(54)  .(X)  =  .r(.+-^^^.^;-). 

(55)  <^[x)  =  o. 

Quant  aux  conditions  imposées  aux  extrémités,  elles  sont  que  la 
projection  du  point  A  sur  CD  soit  toujours  à  la  distance  r  —  rcosoj^ 
du  point  H,  et  que  la  force  élastique  au  point  B  fasse  équilibre  aux 
composantes  suivant  BA  de  la  force  Q  de  l'action  de  la  manivelle  BD. 
Il  faut  donc  qu'on  ait,  quel  que  soit  t, 

(56)  u  =  r — /coswi     pour     a- =  o, 
et 

(57)  ;- =  I  — -^  smrd^  H ;^ — w-/cosw<     pour     .r  = /. 

On  voit  que  les  conditions  choisies  pour  l'état  initial  sont  compatibles 
avec  celles  imposées  aux  extrémités. 

La  vitesse  initiale  de  tous  les  points  de  la  bielle  étant  nulle,  on  sait 

qtieyfÇ)   (     )  ainsi  que  F  (Ç)  (    J  sont  toutes  deux  égales  à -ç  (Ç). 
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On  a  donc 

(58)  frc)i"\=^L'c(,+^L-,,^r 


lEat 


et 


(^9)  F(:)(^)^^ç(,  +  ^o.^, 


D'ailleurs  la  marche  générale  précédemment  indiquée  s'applique 
sans  difficulté.  Tout  se  déduit  toujours  des  relations  précédentes,  com- 
binées avec  celles  relatives  aux  extrémités,  et  qui  sont 

(  /(ç)^_F{-Ç)  =  ''-'-cos^| 

(60) 

et  /'  (  /  +  C  )  +  F'  (/  -  C)  =  I  -  I-  sin  '^  +  -'—  ur  /cos  ^^ 

Cette  dernière  se  remplace  encore  par  son  intégrale  qui  est 

(61)  -  -         E..        E..  . 

I  y"      /  "^ 

f  H z, —  Afo/sui—» 

\  2  Ko- g-  /■ 

la  constante  étant  déterminée  de  manière  que,  pour  u  =  o,  le  second 
membre  reproduise  la  valeur  connue  (\e  J~[l)  —  F(Z)  qui  est  zéro. 
Connaissant  F(/— Ç)deÇ=oà  Ç,  —  L  puisqu'on  a  F  (Ç)  entre  ces 

limites,  on  déduit  de  l'équation  ((ji)  y  (/  +  Ç)  (     j   ou  y  (Ç)  (  ^    j- 

De  même  changeant  dans  l'équation  (61)  Ç  en  Ç  -+-  /  et  y  remplaçant 
F(— i[1  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (60),  on  aura  ^(aZ-f-Ç) 
quand  on  connaîtra  f  i^Ç)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  connaîtra 
y  (Ç)  quand  ou  connaîtra  y  [Ç  —  -il),  ce  c[ui  donne  ici  la  formule 

;      ,     ,^          -,        ,                            w(i:  — 2/)  Q    /,  Q    /.  „,it—/] 

y  (C)  =  u'-/-+-r-rcos^^- --^-+  i^-*'"s-^ — ■ 

1      •'  A  C.tT    01  r(7    M  A 

(62)     ■ 

1  +_J^A-,,,,in"-i-V^-/(C-2/V 

o  h.  /r  cr  /  l/      \  - 
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Dans  ce  problème,  y  (^)  (      )  n'a  plus  la  même  forme  que/(Ç)  Lj- 
On  l'obtient  p.ir  l'équation  (6i),  qui  donne 


'1)  r 


(63)    <  '     '  ^ 

I  _f.  Jl.  -  cos -^- •'  +  -^Aursni ;; 

A  l'aide  de  la  formule  générale  de  l'équation  (62)  on  déduira  suc- 
cess,vement/(r)(j;)  de/(r)(°),  pmsf{Ç){j])  de/(r)(^;), 
l)uis/{^)  (  ]  de/(Ç)  (^,)'  et  ainsi  de  suite.  De  même,  on  obtien- 
dra   successivement,   en    partant  de  /{Ç)i    ,)■>   les   expressions   de 

Ces  résultats  se  réduisent  très-simplement,  en  faisant  usage  de  la 
relation  déjà  employée  [équation  (45  bis)]  et  de  la  suivante 

cosrt  +  cos(rt  +  x',  -+-  cos(a  +  2J!")  -+-...+  cos  [a  -+-  mx) 

.     (m  +  i     \  (  mx\ 


et  l'on  trouve  définitivement  les  quatre  types  différents  qui  suivent 

O-ila    .     o>  ,  ,        ,\ 

sin  — p-  sin-  (Ç  —  2 II  —  /) 

r^       ■     -^  ■  '       -l     H     IT   <T 


(64) 


2    -  2  ^       I   2.E(Tg  ùti 

COS  — 
A' 

2ilo>     .     o>  , 

cos  -T- 

A" 

.     2 /Vu         w  ,  , 

sin  — ;—  cos-  (4 2llj 

p  ^  h  K 


kwr 


2E7^  w/ 

cos  y 

Tome  IX  (  i'  série).  —  FfcvniKR  1864. 
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4(7-4-/    \ 


/(?)a;;:;,) 


i  ;  Ç  —  4  //  —  2/)  — —  or  r  ■+-  r 


(65), 


2E'7g 

I  ?.  /  +  I  )  /w 


2?7w     .     w     ,  ., 

sin  — —  sin  ■-  (Ç  —  îil  —  / 


cos  — 


E  T    W  E  ^    W 


cos  -  (;  —  2il  —  /) 


2E7, 


A'jj* 


f  2  /  -4-  I  )  /«     .     u  , 
COS  7 Sin  y  (ç  —  11/  —  / 


<>> 


/«>«;;:  3;) 


-.r-/,à'-2/)  „ 
■?.  -  '  ■i.t.'jg 


^      w°/'4-/— /■ 


(  2  f  +  I  j  /w  01 

COS  -^ cos  7  (ï  —  2/7  —  il) 


ros  — 


(66) 


(21  +  l)/w  w   , 

,     cos  ; COS  -71!:  2.U  /) 

Q  k        q  k  k  k^-  ' 

h  C"    w  E  T    W  w  / 

cos  — 

(  2  /'  -f-  1  ]  .'w      .      u   , 

COS : — — -  Sin-    :  —  2(7  —  /) 


2E(ri 


A  0)  ; 


COS  — 
A' 


(67)  \ 


.^,  /4(7-i-3/\ 


/if'a;;:^) 


.,:_4,v_/,/, 


COS cos  j  ('Ç  —  2/7 —  2/) 


2E 

f(-!-iWo>    . 


W/'-h/'— /■ 


COS  — 


Es  w 


/' 

2E'7^ 


sin  -  fi: —  2/7  —  2/"i 


k  ',>  r 


cos- 


-j — ^ cos  -  I  : 2/7 2  /  } 


w/ 
COS  — 
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On  peut  remarquer  que  les  équations  (64)  et  (65)  donnent  la  même 
valeur  pour  J  ['Ç)  et  \)Ouv  J'{'Ç)  quand  Ç  =  4/'7+  /.  Il  en  est  de  même 
des  équations  (65)  et  (66)  pour  Ç  =  4'7+  2/;  de  même  des  équa- 
tions (66)  et  (67)  pour  u  —  4''+ 3/,  et  en  général  pour  deux  (onc- 
tions consécutives  |)onr  la  valeur  de  la  variable  (jui  sert  à  passer  de 
l'une  à  l'autre.  Cela  devait  être,  car  h,  ainsi  que  ses  dérivées  du  pre- 

,  tlll  fin  .  , , 

mier  orclr(\  --  et  —-■,  ne  iieuvent  varier  nue  d  une  manière  contniue, 

'    r/t  dx  '  1 

malgré  que  les  fonctions  (64),  (65),  (66),  (67),  etc.,  soient  réellement 
discontinues  ou  exprimées  d'une  manière  différente,  c'est-à-dire  que 
si  l'on  représentait  graphiquement  y^(Ç),  elle  serait  l'ordonnée  d'une 
courbe  composée  d'une  infinité  d'arcs  appartenant  à  des  types  diffé- 
rents, mais  néanmoins  se  raccordant  toujours  tangentiellement. 

lia  même  remarque  a  lieu  pour  la  fonction  F,  dont  l'expression  gé- 
nérale donnée  par  l'équation  (Go)  est 

(68) 

f  -\-  r  —  /cos  —■, 

n 

Il  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Avec  les  formules  précédentes,  on  aura  l'étal  de  toutes  les  parties 
de  la  bielle  à  une  époque  quelconque.  Il  est  facile  de  se  rendre  compte 
qu'on  |)eut  avoir  douze  combinaisons  différenles.  Ainsi,  comme  1 1  dif- 
férence entre  .r  -\-  kt  et  A^^  —  x,  laquelle  est  2X,  est  forcément  com- 
prise entre  o  et  2/,  il  en  résulte  que,  s'il  faut  prendre  y  (^)  I  \i 
m  étant  un  nombre  entier  quelconque,  F(—  Ç)  peut  appartenir  soit  à 

^^-'^)[nU-^i)  °^'^^Ï'(-^'H-/  )  -encore  a  F  (-0  („,,_,  )• 
Donc,  chaque  type  dey(Ç)  représenté  par  l'une  des  quatre  formides 
(64),  (65),  (66)  et  (67)  donnera  trois  combinaisons  possibles  pour  la 
valeur  de  n. 

.Supposons,  par  exemple,  que  ,r  -I-  kt  et  kt  —  x  soient  tous  deux 

6.. 
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compris  entre  t^il  et  [\il -\-  l.  Alors  on  aura 

u  =^x  il  -h  -~~  'jo^  n  -h  r  —  r  cos  j  {kl  —  ^c) 


(69) 


2r 


sin  — - —  COS  7  (  Af —  211 —  /)  sin  — — 


cos  - 


.   sin — --COS— (Ar — ai/lsm— - 
Q    X-  /•  h-  ^  k 


~T. 


h<7g 


0>l 

cos  — 

n 

2itv     .     w  ,  ,  ...     wjr 

Sin  — -—  Sin-  (Âe  —  2f/)sin— - 

/'  n  n 


11  est  évident  que,  pour  x  —  o ,  la  différence  entre  x  -^  kt  et 
kt  —  X  étant  nulle,  cette  formule  est  applicable  à  l'origine  de  la  bielle, 
et,  par  conséquent,  qu'en  y  faisant  j:  =  o,  on  doit  satisfaire  à  la  con- 
dition (56);  or  c'est  effectivement  ce  qui  a  lieu. 

Supposons  maintenant  que  .i'  et  t  soient  tels,  que  x  +  kt  étant 
compris  entre  4'^+  2/  et  4?7+  3/,  kt  —  x  le  soit  entre  4'/ et  4'/+  /. 
On  a  alors 


u—  X  —  [kt  —  !^il  —  l)  - 


(70) 


.->,E(7£- 


w-  /• 


cos  y  {kt  —  ^il —  2/)cos  — (/  —  x)  —  ^\n~[kt  —  /)sin— r- 
r ; —  I  cos -\kt  —  X, 


0    /.         Q    ^   ces- (Xf— 4(7  — /)cos-(/— x)  — sinoifsin  — 


Et 


2Er:i 


k  'ji  r 


sin-  i  kt  —  4// —  /)  cos  y  (/ — x)  +  coswf  sin  — - 
A'  k  fi 

_ 

cos  — 

A 
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Pour  ,r  =  /,  la  différence  entre  .r  -4-  kt  et  kt  —  oc  étant  égale  a  -il, 
la  formule  ci-dessus  est  oppiicahle  à  l'extréuiité  de  la  bielle.  Par  con- 
séquent l'expression  (70)  doit  satisfaire  à  la  condition  (57),  et  c'est  ce 
([ui  a  lieu  en  effet. 

On  déduira  facilement,  dans  tous  les  cas,  de  la  valecn-  de  n,  celle  de 

1         •  <^"  1      1 1    1 1  .du 

la  vitesse  -7-  et  de  1  ailonoement  proportionnel  -; 1. 

PROBLÈME   III. 

Voici  encore  un  autre  exemple  important.  Il  s'agit  d'une  tige  ter- 
minée par  un  piston  soumis  à  l'action  de  la  vapeur  et  douée  d'un 
mouvement  alternatif. 

Prenons  pour  l'état  initial 

(71)  [ffl(jr)  =  j"     et     d;(j?')  =  o], 

état  qui  est  compatible  avec  les  conditions  imposées  aux  extrémités. 

L'origine  de  la  fige  est  soumise  à  un  mouvement  alternatif  que  nous 
supposerons  exprimé  par  la  relation 

(72)  Ço  (<)  =  /■— /'cos'jj^. 

L'autre  extrémité  est  soumise  à  l'action  de  la  vapeur.  Cette  force 
est  périodique,  c'est-à-dire  qu'elle  redevient  la  même  quand  l'angle  de 
rotation  uï  a  augmenté  de  in,  et,  de  plus,  nous  devons  admettre 
qu'elle  reprend  la  même  valeur,  mais  avec  un  signe  contraire,  quand  'ùt 
augmente  de  ;:. 

Quant  à  sa  valeur  absolue,  elle  dépend  des  circonstances  absolues 
de  la  distribution,  telles  que  l'avance  à  l'admission,  la  fin  de  l'admis- 
sion, la  détente,  l'échappement  et  la  compression,  lesquelles  peuvent 
varier  de  mille  manières. 

Dans  tous  les  cas  possibles,  cette  quantité  est  développable  en  série 
trigonomélrique  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  d'un  même  arc. 
Mais  pour  ne  pas  compliquer  les  calculs,  nous  allons  choisir  la  forme 
suivante  qui  a  l'avantage  de  représenter  simplement  et  approximati- 
vement l'effet  moyen  de  la  vapeur,  particidièrement  dans  les  machines 
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locomotives.  C'est 


(73)  Q  =  Gco&  i^t-j 

\  4, 

Pour  <  =  o  et  pour  ',ji  =  -,  on  a 

(74)  Q  =  Gsin^- 


car 


-  -—  COS  -T- 

4  4 


Pour   w/  =  ^5  on 
4 


Q 


Jusqu'à  oj<=  -)  la  vapeur  serait  dans  la  période  d'admission,  qui 

commencerait  à  proprement  parler  pour  w^  =  —  j-,  angle  d'avance  à 
l'admission. 

L'inlensité  de  la   force  ne  serait  pas  absolument  constante,   puis- 

(lu'elle  varierait  entre  les  limites  G  sin  7  et  G. 

4 

De  r,)<  =  -  à  «i  =  j  n,  la  pression  diminue  progressivement  jusqu'à 

zéro.  Ce  serait  là  le  commencement  tout  à  la  fois  de  l'échappement 
sur  la  face  considérée  du  piston  et  de  la  compression,  ou  plutôt  de 
l'admission  sur  la  face  opposée. 

De  plus  l'expression  (73)  reprend  la  même  valeur  toutes  les  fois 
que  o)f  augmente  de  an,  et  elle  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  w< 
augmente  de  tt. 

On  pourrait  donc  écrire  comme  il  suit  la  condition  imposée  à  l'ex- 
trémité de  la  tige,  en  considérant  la  vapeur  comme  agissant  directe- 
ment sur  cette  extrémité. 

Alors  le  problème  se  résoudrait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue 
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au  piécécleiit,  relatif  à  la  bielle  (raccouplcineiit.  Mais  on  peut  aussi 
vouloir  tenir  compte  de  l'inertie  tlu  piston.  Dans  ce  dernier  cas,  l'équa- 
tion de  condition  relative  à  l'extrémité  île  la  tij^e  est,  en  appelant  P  le 
poids  du  piston, 


on 


P  /  d-  Il 


(lu 


Comme  d'ailleurs  on  ;t  toujours 

u^=  f[x  +  kl) -r-^  ix  -    kl), 

les  conditions  relatives  aux  extrémités  peuvent  s'écrire  de  la  manière 
suivante,  en  faisant  lit  =  ^  et  observant  que 


P/î'        P/ 
p  étant  le  poids  même  de  la  tige: 

[m 

et 


m 


/(Ç)  +  F(-r)  =  /'-rcos:^ 

< 


p/= 


On  a,  connue  dans  les  autres  (pieslions,  à  cause  de  l'écpialion  171:, 


(79) 


/(ç)Ç)  =  nç)p=^: 


La  relation  (78)  fait  connaili'c  totit  de  siiitcy    Ç  j  (       )•  bu  ellet,  cette 
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équation  s'intègre  et  donne,  en  appelant  C  une  constante, 


i^o] 


F  (/  —  Ç)  et  par  suite  F'(/  —  Ç)  sont  données  par  l'équation  (79)  pour 
toutes  les  valeurs  de  'Ç  comprises  entre  o  et  /,  et,  par  conséquent,  l'é- 
quation (80)  fera  connaîlre_/(/  -h  Ç)  (     )  ou  f  ['Ç)  (     .)• 

La  constante  C  se  détermine  d'après  la  condition  que  pour  ^  ^  o  le 
premier  membre  donne  la  valeur,  déjà  connue  p:ir  l'équation  (79),  de 

/'(/)  -f-  |^/(/),  laquelle  valeur  est 

Mettant  celte  valeur  pour  C  dans  l'équation  (80)  et  y  remplaçant 
¥'  (l  —  Ç)  par  -  et  F  (Z  —  Ç)  par  -  {l  —  Z)-,  puis  mettant  Ç  à  la  place 
de  /  +  Ç  ou  Ç  —  /  à  celle  de  Ç,  on  a,  pour  l'équation  (80), 


(02)         S 

=  -  +  -  5^  C  +  5-^  sin  7  +  irr  sni     y    r  — /}  -  7    ■ 

Cette  équation,    qui  est   linéaire  du   premier  ordre  par  rapport  à 
f  &  (    /)  ^^^  intégrable,  et,  en  appelant  C,  une  constante,  on  a 


f83) 


—  IL-  'L- 


e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Les  intégrations  indiquées  s'effectuent  sans  difficulté.  La  constante  C, 
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se  délermiiie  d'après  la  condition  que,  pour  Ç  =  l,  valeur  de  la  vn- 

riable  qui  sert  de  transition  de  la  fonction  f{'^)[,)   î«  l-i  tonctiou 

y  (Ç)(      )  )  ces  deux  fonctions  aient  la  même  valeur.  Il  est  à  remar- 
quer  d'ailleurs  qu'à   cause   de    la  manière   dont    la    première    con- 
stante C  a  été  déterminée,  /'{'^)i  ,  )  et  /'{'Ç)  i    .]  ont  aussi,  comme 
cela  doit  être,  la  même  valeur  pour  u  =  /. 
On  a  ainsi,  tous  calculs  faits. 


sui 


(84) 


;      p/to' 


'M^i 


p  6) 

G      .     ir       Vl~~k  y>t 

sin-  -, — r^^ -e 


-tt/;-') 


E<7         ^  l  p 


m' 


k' 


Les  expressions  suivantes  de  /(Ç),  savoir   f{^)\l,)^  -^(^H//)' 

/(Ç)("^  ji  etc.,  s'obtiendront  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été 

fait  précédemment. 

Ainsi,  remplaçant  dans  l'équation  (78)  Ç  par  /  4-  Ç  et  intégrant  une 
première  fois,  on  a,  C  étant  une  constante, 

=  C+^U  +  /)  +  ^^sin[^(?-^Z)-^]+F(_Ç)  +  |^F(-Ç). 
Remplaçant  F(—  Ç)  et  F'(—  Ç)  par  leurs  valeurs  tirées  de  l'équa- 

Tome  I\  (a*  série}.  —  Fêtrier  1864.  7 
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tiori  (77),  puis  Çpar  'Ç  —  a/,  on  a 


équation  qui  fait  connaître  /  (?)  quand  on  connaît  J  {Ç  —  2/),  c'est- 

à  dire  cette  fonction  pour  les  valeurs  de  la  variable  inférieures  de  2/. 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  constante  C  a  toujours  la 

même  valeur.  En  effet,  supposons  d'abord  qu  il  s'agisse  de  /  (Ç)  f  _  j- 
Pour  'C  =  3/,  il  faut  que  /{'Ç)\\,)  et  J'ÇÇ)  (  o  ,)  aient  respectivement 
les  mêmes  valeurs  que  y  (?)(,  1  et  que  /'(?)(,.)•  Donc  le  premier 
membre  do  l'équation  (85)  et,  par  suite,  le  second  membre,  doivent 
avoir,  pour?  ^  3/,  la  même  valeur, soit  qu'on  s'occupe  de  f{'^)[  o.) 

oudey(?)(  ,   ]•   Or,   dans  le  premier   cas,   il   faut   prendre,    pour 

/{■Ç-^l)  et  pour  /'(?-2/),   la  fonction  /(Ç)(°)   et  /'(:)(°) 

où  Ion  remplacera  'Ç  par  'Ç  —  2/.  Dans  le  second  cas,  il  faut  prendre 

pour  /(:  -  ./)  et  /'[■:  -  2/),  la  fonction  /{:)[!,,)  et/'(:)(/^) 

en  y  ren)plaçant  'Ç  par  'Ç  —  2Z.  Or^  remplacer  dans  ces  dernières  fonc- 
tions 'Ç  par  Ç  —  2/  et  y  faire  ensuite  'Ç  =  3/,  cela  revient  à  y  faire  de 
suite  ?  =  /.  Or^  pour  Ç  =  l,  on  a 


^,,  / 


et 

/■u')  (;)=/'{?)(,',)■ 

Comme  d'ailleurs  le  second  membre  de  l'équation  (85)  est  le  même 
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pour  deux  fonctions  consécutives  f{'Ç),  C  a  forcément  la  même  valeur 
j)our/(5)(      I  que  pour  y  (^)[^   ]•    On   démontrerait  absolument 

de  même  qu'elle  est  la  même  pour  J'['Ç)l^  \  que  poiu-  /(?)(//)' 

la  même  pour  f{^)(i.)  que  pour  f{'^)[t,)  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. Donc  C  a  la  même  valeur  pour  toutes  les  fonctions  que  pour 

Occupons-nous  donc  d'avoir  C  pour  y  (s)(o;)' 

Et  d'abord,  pour  appliquer  la  relation  générale  (85)  à  /  {?)(ô/)' 
il  faut  remplacer  dans  le  second  membre  y  (Ç  —  aZ)  et  /'(Ç  —  2/)  par 
les  expressions  qu'on  obtient  en  substituant  Ç  —  2/  à  Çdans  /  (?)(,) 

et  y  (Ç)  (  "  j?  ce  qui  donne 

+  f,'-#,-o,^(ç-=i)-.^si„[ï(ç-/)^:]. 

Déterminant  la  constante  de  telle  manière  que,  pour  1^  =  2/,  le 
deuxième  membre  de  la  relation  ci-dessus  ait  la  même  valeiu'  que  le 
second  membre  de  l'équation  (82),  on  a 

qui  est,  dès  lors,  la  valeur  comnnine  de  la  constante  C  pour  toutes  les 
fonctions,  et  l'on  a 

(86)  -^'s,„jK-.Z)+^,,.-i,-cos^(Ç-=/) 
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Cette  équation  linéaire  et  de  premier  ordre  par  rapport  à  /  (?  )  (  ^ ,  ) 

s'intègre  absolument  comme  l'équation  (82). 

Il  en  est  de  même  de  celles  qui  sont  relatives  aux  fonctions  suivantes, 
et  de  cette  manière  ou  déduira  successivement   • 


/(? 


et  ainsi  de  suite. 

La  seconde  constante  introduite  par  l'intégration  se  détermine  tou- 
jours d'après  la  condition  que  deux  fonctions  consécutives  aient  la 
même  valeur  pour  la  valeur  de  la  variable  qui  leur  est  commune. 

On  obtient  ainsi 


(87) 


/(og; 


„,|7«n-(Ç-./)--cos-(Ç-./) 


^      f^cos-(^-.04--sm-(^-./)         ^        ^ 

\vi)  "^  /-^ 

I-,.o|^_(,_0__J  __eos|  -(Ç-O-^J 


P/ 


G    .    77      P/ 

—  sin  -7 

vP/ 


-^(ï-O 


—  2 


p/ 


(?-=': 


p/ 


On  aur;iit  ensuite  les  valeurs  de 


x= 
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Ayant /(Ç),  on  en  déduit  F{—'Ç)  suivant   la  règle  ordinaire,   par 
l'équation  (77)- 

Je  vais  donner  deux  exemples   des  valeurs  de  u  fournies  par  ces 
fonctions. 

Supposons  d'abord  que 

.X  —  kt  <  o 
et  que 

X  ■+-  Ixt     et     kt  —  X 


soient  deux  quantités  comprises  entre  /  et  2Z.  C'est  alors  la  formule  (84) 
qui  doit  servir,  et  l'on  trouve,  après  quelques  réductions  faciles, 

11  =  X  -i-  r  —  rcosj{kt  —  x) 


(88) 


P/t< 


(f,)'-ï 


-sni 


\ 


E  a         4  /  A* 

p7 


■V," 


-"(/''- r&'). 


Cette  formule  doit  convenir  à  l'origine  de  la  tige,  car,  pour  x  :=  o, 
la  différence  entre  x  -+-  kt  et  kt  —  x  est  nulle,  et,  par  conséquent,  ces 
quantités  peuvent  être  comprises  toutes  deux  ensemble  entre /et  2/. 
Dès  lors,  l'équation  (88)  doit  satisfaire  à  la  condition  relative  à  l'ori- 
gine de  la  tige,  et,  en  effet,  si  l'on  y  fait  x  =  o,  on  a 


II 


r  —  rcosw^. 


c'est-à-dire  qu'on  salisl^aità  l'équation  (72). 

Pour  le  second  exemple,  je  suppose  encore  ,r  <  kt.  Puis  j'admets 
que  X  +  kt  soit  compris  entre  2 Z  et  3  Z  et  que  kt  —  x  le  soit  entre  o 
et  Z,  ce  qui  est  admissible  puisque  la  différence  entre  x  -+-  kt  et  kt  —  r 
est  7.x  qui  peut  aller  jusqu'à  2L  Dans.ce  cas,  il  faut  faire  usage,  pour 
_/'(Ç),  de  la  formule  (87),  et  quant  à  F{x  —  kt)  ou  F(—  Ç),  sa  valeur 
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Jrès-simple  se  déduit  de  /^  (Ç  )  (  7  )  •  ^^  ^  alors 


n==  X  +  ir  ~  rcosy( kt 


X] 


[ë-(fi)>i'-"-"' 


Oi    p      .      0)  ,  ,  ,, 


Ggl    .     r. 
-p-SlIly 


Gg    .    77 


(89) 


X 


p/ 


x/^'"^ 


4 


./). 


Z.4--)cos-(..+  /.. 


G        .       TT 

E  <7        4 


X 


P/ 


J 


PI 


{Jc  +  kl-l) 


7^ 


(0 


—   2 


-^(^+-^'-2') 


.P/ 


+   P 


Pour  X  =  Z,  la  différence  entre  x  4-  A<  et  kt  —  x  est  2/.  Donc, 
la  formule  (89)  doit  satisfaire  à  la  relation  (76)  relative  à  l'extrémité  de 
la  tige,  et  c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

Il  est  intéressant  de  considérer  le  mouvement  de  l'extrémité  de  la 
tige  au  commencement  du  temps.  Or,  si  ki  est  compris  entre  o  et  l,  il 
arrive  que,  pour  x  =  l,  x  +  kt  est  compris  entre  Z  et  aZ  et  que  x  —  kt 
l'est  entre  o  et  Z.  D'après  cela,  on  a  alors 

G( 


G  gl    .     n 

u  =  X  -^ j-  sin  7 


^  ■     sin  y 

pxu      4 


{90) 


X 


(f,-ïH<--"-')-(f,- 


COSy  (jr4-  kt—l) 


-*-Ë7^'"- 


J-      -f,i-^^'-i) 
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On  vérifie  aisément,  à  l'aicie  de  cette  formule,  que,  pour  x  =  l  et 
/  =  o,  on  a,  ainsi  que  cela  doit  être, 

u  =  Z, 


(tu 
tljc 

du 

TÂ  =  °' 


ce  qui  correspond  à  l'état  initial  donné.  Do  plus,  cette  même  for- 
mule (90)  satisfait,  même  pour  <  =  o,  à  la  condition  (76),  ce  qui  dé- 
montre, ainsi  que  je  l'ai  dit  en  commençant  et  comme  du  reste  on  pou- 
vait le  prévoir,  que  l'état  initial  choisi  était  compatible  avec  les 
conflitions  imposées  aux  extrémités. 


PROBLEME    IV, 


u  s'agit  d'une  manivelle.  La  question  se  pose  de  la  manière  suivante. 

Une  manivelle  OM  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  de 
son  origine  Oj  (/ui  est  Jixe.  Une  force,  par  exemple  celle  de  la  va- 
peur, agit  sur  son  extrémité  M,  suivant  une  direction  MC,  paral- 
lèle à  AOBj  que  je  suppose  constante.  La  loi  de  cette  Jorce  est  donnée 
et  je  la  supposerai,  pour  fixer  les  idées ,  représentée ,  comme  dans 
l'exemple  précédent,  par  la  formule 

(^91  )  Q  =  Gcosf  uf  —  7  )  ^^  Gsin  ^(coswf  H-  sin'.jf). 

En  appelant  II  la  projection  de  cette  force  sur  la  tlirection  OM, 
on  a 

n  =  G  sin  77  +  -cos(2ui)  H — sin(2o)/)    • 

Les  conditions  imposées  aux  extrémités  de  la  tige  sont  donc  :  i"  pour 
.r  =  o, 

(92)  M  =  0, 

et  i"  pour  X  =  /, 

,     .^  .     du  G       .     ir  G       .     1T  ,  ,  G       .     TT    .     ,  , 

(ni  )    --  =  r ^r-sui7 ;^sm7cos(2oj<) ;r-sm7Sin(2  'on. 

^^    '     dx  2  E  7         4  2  h,  c         4  2  E  7         4 
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Si  l'on  veut  tenir  compte  de  la  force  centrifuge  des  diverses  parties 
de  la  manivelle,  l'équation  aux  différences  partielles  ne  se  présente 
pas  tout  à  fait  sous  la  forme  ordinaire  ;  mais  il  est  facile  de  l'y 
ramener. 

En  effet,  on  a,  dans  ce  cas, 

/     ,  \  d''u  ,  , ,  d' a 

Appelons  u^  ce  que  serait  u  si  toutes  les  parties  de  la  manivelle 
étaient  en  équilibre  sous  l'action  de  la  force  centrifuge  et  de  l'élasticité 
et  qu'il  n'y  eût  aucune  force  appliquée  à  l'extrémité  de  la  manivelle. 

On  a  alors 

,      r\  1  ir,  d''  II, 

(gS)  w-a^  +  A- -^  =  o, 


et  I  on  trouve  aisément 


(96)  "'==^('  +  ïï) 

Posons  maintenant 

{97)  u  —  u,-^\J, 

et  il  reste  à  déterminer  U. 
On  a  d'abord 

(98)  IF^^  ItF- 

Les  conditions  (92)  et  (gS),   relatives  aux  extrémités,  deviennent 
pour  U  :  1°  pour  x  =  o, 

(99)  U=o, 
et  2"  pour  X  =  /, 

,  ,       dH  G        .      TT  G       .      jr  ,  ,  G        .      r     .      ,  , 

(100)  -T-  = ;;-  sin  -y =-sni  7  cos;  2  wi) -:-  sui  7  sm(2a)<  • 

^        '     dx  2E(T        4       2E!J        4  2E(j        4 

Il  reste  à  fixer  l'état  initial .  Or,  j'admettrai  que,  à  l'origine  du  temps, 
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5- 


la  vitesse  de  tous  les  points  de  la  manivelle  soit  nulle  et  que  tontes  ses 
parties  soient  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  agissantes  qui  sont  : 
d'une  part,  les  forces  centrifuges,  et  d'autre  part,  à  lextrémité  de  la 

tige,  la  force  U  qui  a  alors  pour  valeur  Gsin  j-  Cet  état  est  évidem- 
ment compatible  avec  les  autres  conditions  données  et  l'on  trouve 
facilement,  pour  <  =  o, 


«=    1  + 


^T- 


■  —-  SUl  y  ]  X- 
K(7  4 


et 


du 
dl 


O. 


2/=  K(7"""i/"  6/' 

Donc,  comme  U  =  ?^  —  î/,  ,  si  l'on  appelle  respectivement  ç(j?)  et 
<j/(j:)  les  valeurs  données  de  U  et  de  —  pour  <  =  o,  on  a 


(ic) 
et 

(102) 


,[x\  =  - 


ê^'"4)^' 


'^{x)  =  o. 


La  méthode  générale  s'applique  maintenant.  Il  est  inutile  de  répéter 
tous  les  calculs.  Voici  les  principaux  résultats  qu'on  obtient  successi- 
vement, en  faisant,  comme  toujours,  A7  =  Ç  : 

(,o3)  /(Ç)(°)=F(;,(^)=-(5|,sin:)r; 


puis  on  a 


:>o4) 


j.-,-,\l  l\  G/      .      77  G      /■     .      »r     .      2m,.,        ,,  G     /■     .      - 


G     k 


4Ec 


SUl  j  cos  — (Ç  —  l), 


fm.,)=7^. 


G     k 


=  —-  SU]  -y 


G 

2E'7 

2w  , 


Sin   y  )   L, 


G       /■     .     2w   ,.,         ,. 


k 


;io5) 


,^       SUI7  sni -;-(C  —  j/i— 7-= — sm  7 

G       X      .      TT  2(a,,,  ,,  G      /■     .      TT 

7-p sin  ycos-j-fi,  —  /  )  +  7T; sni  7 

4E<7  6)        4         ^  '       4^^'"        4 


G    X 

4Et 


sin 


2<0  ,,, 


jcos  — (r-3/), 
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ou,  d'une  manière  générale  et  en  réduisant,  on  a,  pour  tout  nombre 
entier  /'  supérieur  ou  égal  à  o, 


i/vÇ)(4,Y+3/)^ 


cos!^ f — s:n— (Ç-î//-/) 

(2'-H  I        ■       "■  (j     A"     .       TT  A  A 


-— — ^sin^  —  -— — sin^- 
1E7  4      4Eao)         4 


2c>>/ 


(.06). 


G     ^      .       TT  Q     f. 

-TE — sniT+TT— sin- 


[2(+l)2w/        2w,  .       ,^ 

COS^ -^^ COS-r-(Ç— 2(7— /) 

A"                n 
, 

2w/ 


et,  pour  tout  entier  i  supérieur  à  o, 


(^il—l\  2iGl    .      n  /    G        . 


.    4(7w         2  6)  , 
G    X-    .     ^sm— cos-(Ç-2,V) 
-sin- 


;,>o7) 


4E<r  w  4 


cos- 


2w/ 


Alla    .     2(0  , 
G     X-    .     ^sm— sm^(._2,7) 


sin 


4Ei7-  w      4 


26)/ 


On  aiu-a  ensuite,  pour  tout  entier  /  supérieur  ou  égal  à  o, 


n-c 


{108) 


4'7  +  1    \_  !ii  +  i)Gl    .     r 

4(7 + 3/y  ~     ïë;     **'"  4 

(  2/  +  1  )  2  6)  /    .       2  6), 

G      X    .     .'''' X s.n-(Ç-2(7-/) 

+  -f— sni  7 — 

4  b(7    0)  4  26)/ 


G      X     .      ,r 
+  Tï: SUl  7 

4E(7    6)  4 

i  2  I  -f-  I  )  2  W  /  2  6), 

G     X   .    .™* X cos-(?-2,7_/) 

—  7"? — sm^ — — -, 

4  tiG    6)  4  20)/ 

ros 
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et,  pour  tout  entier/,  supérieur  à  o, 


('09) 


F(- 


4,7_/\  2,0/     .     r 


■^^,4,7  +  / 


2K7 


SUl 


4        \2E7         4 


.      4 ''m  2W  . 

sin— —  cos-j-(Ç— 2(/) 

7- SU!  7 ; 

4E(7  w        4  20)/ 

^  COS  — :— 


.    /fi/ a     .     2w 
-+-  y-TZ-  -  Sin  7 


4E. 


loti 


A  l'aide  de  ces  formules  et  de  la  relation  (97),  on  formera  mainte- 
nant sans  difficulté  la  valeur  de  11,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  X  et  de  t.  11  peut  se  présenter  quatre  cas  généraux  : 

i°Si 

l^il-¥  l  <  .r  -)-  A7  <  4 ?7+  j/ 

et 

4//+  l  <  kt  —  X-  <  [\il+  31, 
on  aura 


(IIO 


(2;+ 

G       A-      .       TE  A 

— SUI7  

2E(;  u        4 


l)2M/r         2w  .     2w  1    .     2WJ 

COS— (a  — 2j/ — /i+sin  — (ay — 2i/ — /)   sin— — 


2w/ 


2°  Si 

4/7 -)-/<  a -t- A-i  <  4//+ 3/     et  que     4/7  —  /  <  A/ —  .r  <  4/7  + /, 
on  aura 

w=/=\  o>'x'         (4/+l)G/    .      - 

2/'/  6P  aEî  4 


(m) 


X 


( 

[cos(2u/)4-sin(2w/)]sin-^-f-   sin^{/îf  — 4'/  — 0  — <'os-r('''~4''— ')    cos— (/— x^ 


G      .î^X/i,         \        G/.jT         G/'. 
-—sinj    (A-«— .r  —  7----sin7  -7— --sm 
,E(7       4/  4^^^^       4      4'^'^'*' 


2td/ 


8.. 
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3°  Si 

4  //  —  /  <  j:  4-  A/  <  4  /7  -h  / 


et 


on  aura 


hJl—  l  <  kt  —  .T  <  '\il-i-l. 


M-r\  M'.r'  /  G 


C,I..^     ;  .    4''"  F-   2w . ,  ,,,  2w  1  .    2.WX 

[''^)     \  „  sin^î— —sin-r-^/;— 2;/ )~cos— -(/?—?.//)     sin—— 

j      I  -  sin  7 1= ^ 

COS  — t— 

Et  4°  enfin,  si 

l\il—l<x+kt<{xil+l     et  que     [\il  —  "^^l  <  kt  —  x  <  [\il— l, 
on  aura 

/  wV'X  «'X'  (4(  —  l)G/       .        TT 

"=H TTh^  —  -^77  +  ^^^ — î^-^ —  sm  7 

\  a/'/  b/-  2E<r  4 

—     -=r-  sin  y](x^kt)  +  7:=-  -  SU)  -,  —  -j—-  -  sin  7 
„, y         \2E(7        4.'  4E<f  W        4       4E''  "        4 

[cos(2wï)4-sin(2wf)]sin-^-t-    cos^(i{-.' — 4''-!-') — siD^(/tr— 4iV+/)    cos-^\/— x) 
X ' '- -. 

2w/ 
COS  — T— 

1  ^' 

Les  formules  (i  10)  et(i  i2)conviennent  évidemment  à  l'origine  de  la 
tige,  puisque,  pour  x^o,  la  différence  entre  x-^  kt  et  kt  —  x  est  nulle. 
Et,  en  effet,  elles  donnent  toutes  deux  m  =  o  pour  .r=o.  Pour  une 
raison  semblable,  les  formules  (i  1 1)  et(i  i3)  conviennent  à  l'extrémité 
de  la  tige  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elles  satisfont  toutes  deux  à  la 
condition  (gS)  imposée  pour  cette  extrémité. 

On  formerait  de  même  très-facilement,  à  l'aide  des  formules  qui 
précèdent,  les  valeurs  de  u  pour  les  premiers  instants  du  phénomène, 
alors  que  x  +  kt  et  kt  —  x  ne  sont  pas  deux  quantités  chacune  supé- 
rieure à  /. 

Au  moyen  des  valeurs  de  u,  on  obtient  ensuite  immédiatement  celles 
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f]e  —  et  (le  —  —  i ,  c'est-à-dire  les  vitesses  et  les  alloneements  propor- 
tioniiels. 

PROBLÈME    V. 

11  s'asit  des  vibrations  transversales  d'une  corde  tendue.  Celle-ci 
étant  en  repos  et  son  origine  maintenue  fixe,  on  soumet  son  extrémité 
à  un  mouvement  alternatif  et  l'on  demande  le  mouvement  vibratoire 
qui  en  résultera  pour  la  corde. 

On  sait  que  l'équation  aux  différences  partielles  est 


Ci)  '5?= «"S 


ou 

P 

en  appelant  p  le  poids  et  l  la  longueur  de  la  corde.  De  plus,  T  est 
sa  tension.  En  désignant  par  a  l'allongement  proportionnel  correspon- 
dant à  cette  tension^  on  a,  en  conservant  les  notations  antérieures, 

T  =  E(7a 
et 

ii5  «'  =  -^- 

On  a  ici,  pour  l'état  initial, 
(ii6)  [<^{x)  =  o,     |(x)  =  o], 

et  pour  les  extrémités,  quel  que  soit  t, 

(117)  ,  (j).=0  =  O 

et 

(118)  (  r)^=i  =  r— rcosw^ 

Les  calculs  se  faisant  toujours  de  la  même  manière,  je  me  borne  à 
mentionner  les  résultats. 
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En  faisant  at  =  Ç,  on  a 


/(Ç)(5;)=''-'-cos^(Ç-/)+r-rcos^(Ç-3/)  +  /-,'cos^(:~5/), 
et  ainsi  de  suite;  ou,  d'une  manière  générale,  pour  tout  entier  i  >  o, 


,  ,.  sin  —  cos— (;  —  /'/ 

'lil  —  /  \        .  a  a 


.       0>l 

sin  • — 
a 


et 


.     /Vu  w 

sin cos -(!;  —  // 


lit  -h  l  !  .     w / 

Sin  — 


A  l'aide  de  ces  formules,  on  obtient  immédiatement  y. 
Il  peut  se  présenter  deux  cas. 


Premier  cas  : 

1  il  —  l<i  X  +  al  <.i il-h  l 

et 

lil  —  l  <,at  —  oc  <iil+  l. 

On  a  alors 

.     2iul    .                /                 2iwl\ 

(I2l)                    J=i 

3111  3111  LU  £    ^^^    1     1    L  Uo                          1    CUo  OJ  c 

«                       \                    a     J               .    Mi- 

1  ' ^ —  sin  — 

.    lal                                         a 
sin  — 
a 

Pour  X  =  o,  la  différence  entre  x -{- at  et  at  —  x  étant  ludle,  la 
formule  (121)  doit  toujours  convenir  à  l'origine  de  la  corde  et,  en  effet, 
elle  donne  bien,  pour  x  =  o, 

j^o,     quel  que  soit  ^ 
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Deuxième  cas  : 

■iil  —  l    <C  X  -<r  at  <  j.  il  -t-  / 
et 

•xil  —  "M  <.  at  —  X  <  y.il  —  l. 
On  a  alors 

coswfsin h  cos  -  (at  —  2/7  +  /)  sin  -  (/ —  x) 

,  \  a  a  a 

(122)        r  =  r  —  r 


sm  — 


Cette  formule  doit  toujours  convenir  à  rextrémité  de  la  corde,  puis- 
que, pour  x  =  l,  la  différence  entre  x+at  et  at—x  est  aZ.Et  en  effet, 
pour  X  =  l^  elle  donne  )=/  —  rcosoj^ 

Dans  certaines  conditions  intéressantes  à  examiner,  le  mouvement 
vibratoire  de  la  corde  devient  isochrone. 

Supposons  d'abord 

(i23)  sin  —  =-i-i 

^  '  a 

ot 

.  .  al  t: 

(124)  —  =  -. 

Dans  ce  cas  la  formule  (121)  devient,  pour  /  pair, 

(125)  J  =  o, 
et  pour  i  impair 

(i20j  ^  =  —  arcosoj/SMi — • 

En  même  temps  la  formule  (122)  donne,  pour  /  pair, 

(127)  j  =  .'-+;-sin(w<-^j, 
et  pour  i  impair, 

(128)  j>- =  /  —  rsin  ( 'o<-»- —  )• 
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Les  quatre  formules  {i25),  (126),  (r27),  (128)  ne  contiennent  plus/. 
Mais  pour  un  même  point  x,  la  même  formule  revient  chaque  fois 
que  at  a  aueimeuté  de  4^  caï"  alors  le  nombre  i  a  augmenté  de  deux 
unités  et  redevient  pair  s'il  était  pair,  ou  impair  s'il  était  impair,  elles 
quantités  x  -\-  at  Qi  at  —  x  sont  de  nouveau  comprises  chacune  entre 
des  limites  de  même  forme  qu'auparavant.  Or,  si  at  augmente  de  ^l, 

oj^  augmente  de  ^^1   ou  de  271  à  cause  de  la  formule  (124).  Mais  en 

même  temps  on  voit  que  les  quatre  formules  (120),  (126),  (127),  (128) 
ne  changent  pas  quand  mt  s'accroît  de  o.r..  Ainsi  donc  chaque  point  de 
la  corde  exécute  des  vibrations  isochrones  dont  la  durée  est 


120) 


0=^ 


ou 

(i3o)  5  =  ^', 

soit  un  temps  double  des  vibrations  isochrones  que  ferait  la  corde 
supposée  fixe  à  ses  deux  extrémités. 

Mais  il  faut  pour  cela  que  la  vitesse  angulaire  w  soit  celle  qui  résulte 
de  (124).  Si  l'on  appelle  N  le  nombre  de  vibrations  par  seconde,  lequel 
sera  celui  imprimé  à  l'extrémité  de  la  corde,  on  devra  avoir 

Par  exemple,  s'il  s'agissait  d'un  fil  de  fer  ou  d'acier  tendu  par  luie 
force  correspondant  à  un  allongement  proportionnel  de  0,0016,  on 
aurait 

et  si  on  avait  Z  =  0^,50,  on  aurait  N  =  ioo,  ce  qui  indiquerait  la  hau- 
teur du  son  correspondant. 

Ce  problème  présente  d'autres  particularités  intéressantes.  Par 
exemple,  si 

sin  —  =  +  I , 

a 
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mais  que  —  soit  supérieur  à  "?  on   aura    toujours  les   mêmes   for- 
mules (laS),   (ia6),  (127)  et  (128),  c'est-à-dire  que  j-  sera  toujours 
périodique,  mais  à  des  intervalles  ne  correspondant  plus  à  5  =  '-^■ 
La  même  chose  aura  lieu,  si 


.         0)/ 

SUl  —  =  —  I  . 


Dans  ce  cas,    les  formules,   très-faciles  à  obtenir,  sont  tout  à  fait 
analogues  à  (laS),  (126),  (127)  et  (128). 
Enfin,  on  peut  considérer  le  cas  où 


sin  —  ^  o, 

a 


c'e-t-à-dire  où  —  est  un  multiple  de  7:.  Dans  ce  cas.  les  deux  formules 


générales  (121)   et   (12a)   se  présentent  sous  la  forme  —  Mais  il  est 
facile  d'obtenir  leur  vraie  valenr  qui  est,  pour  l'équation    121;, 


sinw/sin  — 


cos  — 


(i32)  jr=2/>- 

et  pour  la  fornude  (122), 

tax  .     .  .     oiX 

cosMfcos (2/ — ijsinMfsin  — 

(i33)  j  =  r-r — -■ 

cos 


On  voit  qu'alors  les  valeurs  de  j-  ne  sont  plus  soumises  à  la  pério- 
dicité et  qu'elles  tendraient  à  croître  indéfiniment  avec  i. 

PROBLÈ]VrE    VI. 

On  peut  encore   traiter  le  problème  précédent  avec  des  données 
différentes. 

Ainsi,  par  exemple,  au  lieu  que  l'origine  de  la  corde  soit  fixe,  on 

Tome  I\  '■("  série).  —  Fevuier  1864.  f) 
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peut  la  soumettre  au  même  mouvement  que  l'extrémité,  de  sorte  que, 
pour  ,r  =  o  comme  pour  cc^l,  on  ait 

y  =z  r  —  /'coswi. 

On  obtient  alors  les   quatre   formules  types  suivantes,   pour  tout 
entier  /  : 


:.34)       /(a(:r')='- 


(  ?.  (■  —  1  )  w  /         la  , 
cos  -^ —  cos  -  (Ç //) 


2a  a 

r 


w  / 

cos 

la 


(»35)     /(ç)(:;;^,)='- 


sin sin  -  K  —  il 

lil        \  a         n  \  1 


bli 

cos 

2fl 


.    iiùl   ,    b>  /  l\ 

sin sin--U  — '/+- 

(.36)       F(-;)  ::;-'^,.     '    '\,      'I, 

cos 

2fl 

(2/-f-i)w'         <•'    >        -n 

.  cos -^ ■ — cos-iC  —  ;/) 

2;/         \  2  a  « 


('37)      F(-ç)  ;;;   j=,-, 


cos 

2(1 


A  l'aide  de  ces  quatre  types,  on  forme  la  valeur  de  }  pour  toutes 
celles  de  x  et  de  t.  On  se  rend  compte  aisément  qu'il  peut  y  avoir  six 
combinaisons  de  ces  formules. 

On  reconnaît  aussi  que,  quand  cos  —  =±i,  c'est-à-dire  quand  — 

est  uu  multiple  de  arr,  la  valeur  de^  est  périodique,  et  que,  quand 

cos  —  ^o  ou  que,  quand  —  est  un  multiple  impair  de  ::,  la  valeur 
de  7  tend  à  croître  indéfiniment. 


PROBLÈME    VII. 

On  peut  encore  changer  les  données  du  problème  précédent  de  la 
manière  suivante  : 
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On  suppose  que,  pour  a:  =  o,  on  ait 

^  =  —  f-h  rcos'j)t, 

et  que,  pour  .v  =  /,  ou  ait 

y  =  /■  —  /■coso)^ 

Alors  les  deux  extrémités  du  fil  ont  k  chaque  instant  un  mouve- 
ment inverse. 

Voici  quels  sont  les  résultats  auxquels  on  parvient.  Il  y  a  trois  cas. 

Premier  cas  . 

il  <  a:  -+-  at  <i  il  -\-  l 
et 

il  <^al  —  .f  <  //  +  /. 

On  a  alors 

cos  —  (lat  —  a//  —  /)  sin cosw^sin  —  (i-r  —  i) 

,00,                                              2rt                                         a                         2a^              ' 
(.38  j        j=-r4-r -^^ 

sin  — 
2a 

Deuxième  cas  : 

i!  <C  ^  -hat  <.  il  +  /, 

il  —  l  <.  ttt  —  .r  <  //. 
On  a 


sin  —  sin  —  [lat  —  //Isin  —  (ax  —  l) 
la  la  2a 

.     w/ 

sin  — 

la 


(139)  J=2/- 

Troisième  cas  : 

il <_  X  -\-at<iil  +  l, 

il  —  il<iat—.x<i  il  —  l. 
On  a 

cos  —  (aaf  —  2(7+  /)sin  -  (/  —  jr)  -f-  coswtsin  — (2j:  — /) 

(i4o)       y  =  r  —  r 

sin  — 
2a 

L'origine  de  la  corde  qui  répond  à  jt'  =  o  correspond  toujours  à 
l'équation   (i38).    Et   en  effet,  si   l'on  fait,  dans  cette   dernière  for- 

9-- 
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mule,  X  =  o,  on  a 

j>'  =  — r-\-  rcosojt.. 

De  même,  l'extrémité  de  la  corde  répond  toujours  à  1  équation  (i  4o;- 
Or,  si  l'on  y  fait  jr  =  /,  on  a,  comme  comme  cela  devait  être, 

J'  =  /■  —  /COSOj/. 

Par  une  raison  semblable,  le  milieu  du  fil  répond  toujours  à  l'équa- 
tion (iSg).  Or,  sil'on  fait  .r=:-  dans  cette  formule,  on  a  >  =  o,  quel 

que  soit  t,  ce  qui  montre  que,  dans  ces  circonslauces,  le  milieu  de  la 
corde  reste  en  repos  pendant  tout  le  mouvement. 


CHAPITRE  II. 

Le  principe  du  deuxième  procédé  que  j'ai  appliqué  est  de  ramener 
la  question  au  cas  où  les  conditions  imposées  aux  extrémités  des  corps 
sont  invariables,  au  lieu  d'être  des  fonctions  du  temps,  problème  que 
l'on  résout  ensuite  par  les  méthodes  ordinaires.  Il  suppose  seulement 
que  les  fonctions  dont  il  s'agit  sont  d'une  certaine  forme,  mais  qui  se 
trouve  être  précisément  celle  que  l'on  rencontre  le  plus  ordinairement 
dans  les  applications. 

Soit  d'abord  l'équation  déjà  examinée  dans  le  premier  chapitre,  et 
qui  est  ie  type  de  l'équation  des  cordes  vibrantes  ou  des  mouvements 
longitudinaux  des  tiges, 

Je  fais 

[i)  .  Il  —  u,  -f-  U, 

et  je  me  jjropose  de  déterminer  u,  de  telle  manière  que,  dans  les  équa- 
tions de  condition  relatives  aux  extrémités,  cette  fonction  u,  fasse  dis- 
paraître les  fonctions  du  temps  dont  il  s'agit.  Alors  la  recherche  de  U 
sera  ramenée  au  problème  ordinaire,  c'est-à-dire  que  pour  U  les  con- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  69 

(litioiis  relatives  aux  extrémités  seront  invariables,  et  U  devra  en  outre 
satisfaire  à  l'état  initial  modifié  par  u, . 

Supposons  que  les  fonctions  arbitraires  du  temps  dont  il  s'agit  in- 
contiennent  que  des  termes  périodiques.  C'est  bien,  en  effet,  ce  (lui 
arrive  presque  toujours  daus  les  applications,  particulièrement  dans 
les  machines.  Soit,  par  cxeuiple, 

I  siu  w  t 

l'un  de  ces  termes,   entrant  dans  l'une  quelconque  des  é(]uatioiis  de 
condition,  I  et  oj  étant  deux  constantes. 

J'introduirai,  en  conséquence,  dans  la  valeur  de  «,,  une  expression 
correspondante  telle  que 


(   \|  sin  —  +  !i,  cos-j^  I  sni  w/, 


qui  satisfait  d'elle-même  à  l'équation  (i)  et  qui  contient  deux  constantes 
indéterminées  A,  et  15,.  J'en  fais  autant  pour  chaque  terme  périodique 
entrant  daus  l'une  ou  l'autre  des  équations  relatives  aux  extrémités. 
de  sorte  que  u,  contiendra  deux  fois  autant  de  constantes  indétermi- 
nées qu'il  y  a  de  ces  termes  dans  l'inie  ou  l'autre  des  équations  de 
condition,  et,  connue  ces  dernières,  d'après  la  nature  de  l'équation  (i), 
sont  elles-mêmes  au  nombre  de  deux,  on  aura  précisément  le  nombre 
d'équations  nécessaire  pour  déterminer  toutes  les  constantes  A,,  B,,etc., 
en  égalant  séparément  à  zéro  tous  les  facteurs  des  termes  périodiques 
qui  se  trouveront  dans  les  équations  de  condition,  lorsqu'on  y  aura 
substitué  u,  poiu"  u. 

S'il  se  trouvait  dans  les  équations  de  condition  des  termes  constants 
on  proportionnels  à  la  première  ou  à  la  deuxième  puissance  de  /,  on 
les  fera  disparaître  par  une  simple  adjonction  à  u,,  comme  on  le  verra 
dans  les  exemples  qui  suivent. 

S'il  entrait  dans  l'expression  des  fonctions  du  temps  données  des 
termes  en  exponentielles,  on  les  ferait  disparaître  de  même. 

Soit  maintenant  l'équation  aux  différences  partielles  qui  régit  les 
vibrations  transversales  des  verges,  et  qui  est 

(3)  Ç=-/rîÇZ, 

^     '  dl-  dx' 
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ou  k-  est  un  nombre  généralement  très-grand  dont  la  valeur  est 


A=  =  ^ 


M  étant  le  moment  d'élasticité,  sr  le  poids  de  l'unité  de  volume  de  la 
verge  et  g  la  gravité. 
On  fera  encore 

(4)  r  =  ^r. +  Y, 

et  il  famira  que  j',  soit  déterminé  de  manière  à  faire  disparaître  les 
fonctions  du  temps  des  équations  de  condition  qui,  dans  ce  genre  de 
question,  sont  toujours  au  nombre  de  quatre. 

Ici,  il  faut  que,  à  part  les  termes  constants  et  proportionnels  à  la 
première  ou  à  la  deuxième  puissance  de  <,  les  équations  de  condition 
ne  renferment  que  des  termes  périodiques,  et  c'est  bien  ainsi,  en  effet, 
que  cela  se  présente  dans  les  applications. 

Soit  donc,  par  exemple, 

I  cos  oj  t 

l'un  de  ces  termes;  on  introduira,  dans  la  valeur  de  jr^  une  expression 
correspondante 

I  AiSin  i  / -■j:+B,cos1  /  y  j;  +  C, h  D, Icosw/, 

laquelle  satisf;ût  à  l'équation  (3)  et  qui  renferme  quatre  coefficients 
indéterminés 

A,,B,,  G,  etD,. 

On  en  fera  autant  pour  tout  terme  périodique  introduit  dans  l'une 
ou  l'autre  des  quatre  équations  de  condition  par  les  fonctions  arbi- 
traires, et  l'on  voit  qu'on  pourra  déterminer  par  de  simples  équations 
du  premier  degré  tous  ces  coefficients  A,,  B,,  G,,  D,,  etc.,  de  manière 
à  faire  disparaître  des  équations  relatives  aux  extrémités  tout  ce  qui 
dépend  du  temps. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  71 

PROBLEME   I. 

Déterminer  le  mouvement  d'une  tise  doue'e  d'un  mouvement  dans  le 


sens  de  sa  longneiir. 

I/origine  a  un  me 

Ou  a,  en  conservant  les  notations  du  premier  chapitre, 


I/origine  a  un  mouvement  alternatif  donné  et  l'extrémité  est  libn-. 


(2)  {u)j.-oZ=  r  —  rcos'^t. 

Puis  l'état  initial  donné  est 

(4)  {u)c=o  —  -'^\ 

et 

On  se  rappelle  que  ce  problème  a  été  traité  différemment  dans  le 
premier  chapitre. 
Posons 

(6)  u  =  u,-h  U, 
et  soit 

(7)  M,  =  M  +  Nx  +  (  A,sin^  +  B,cos^  j  cosw^, 

M,  N,  A,  et  B|  étant  des  coefBcients  à  déterminer. 

Je  substitue  cette  valeur  de  ?/,  à  la  place  de  n  dans  l'équation  (2)  et 
dans  l'équation  (3),  et  j'ai 

M  +  B,cosco^  =  r  —  rcosu)t^ 

N  -H  7I  A,  cosy  —  B,sni-j-  1  cosoW  =  1, 
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relations  auxquelles  on  satisfait  identiquement  en  faisant 

M  =  /•,      N  ==  I , 

sin  — 
A,  =  —  /• et     B,  =  —  r. 

cos  — - 


La  valeur  de  u,  est  donc 


(8)  n,  —  X  -1-  r  —  r 


COS-r  (/  —  X  J  CdSUtt 
COS-y- 


On  aura  maintenant,  pour  détermuier  U,  les  équations  suivantes 


;9) 

dV       i^d'V 

dV    -  ''     d.r'- 

(lo) 

(U),=o  =  o, 

(lO 

fdV\ 

et  pour  l'état  initial, 

(.2) 

(uUo  =  ?(x) 

et 

(.3) 

(1,y),_,=«-: 

ou 


soit 


m{jc)  =  x-{u,\^o     et     ^(jr)=-(^)^^^, 


(i4)  (p(x)  =  — r+/ 


cos  y  (/  x) 

A' 


cos  -7- 


et 

(i5)  ^(»  =  o. 
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Or,  U  s'obtient  par  les  métliodes  connues.  Posons 

(16)  JJ  =  'S{\„?,mtnxsmkmt  -f-  l],„s'minxcoskint). 

Je  ne  mets  pas  de  termes  multipliés  par  cosmx,  puisque,  pour  x=:o, 
on  doit  avoir  U  =  o,  de  sorte  que  la  condition  (10)  est  déjà  satisfaite. 
On  satisfait  aussi  à  la  condition  (1  i)  en  déterminant  m  d'après  l'équa- 
tion 

cos  inl  =  o 
ou 

(-7)  'n=^^^i^-       • 

où  i  est  un  nombre  entier  quelconque,  que  l'on  peut  supposer  positif. 
Les  coefficients  A^;,  et  B,„  se  déterminent  par  les  procédés  d'élimina- 
tion connus,  et  en  appelant  A,  et  B^  ce  que  sont  ces  coefficients  pour 
chaque  valeur  de  /,  on  trouve  très-facilement 

A,  =  o, 

B,=--    I    ofxjsui ; (Ijc. 

On  a  donc,  en  résumé, 

w 

cos  -  (/  —  xjcoswf 
Zi  =  a  -!-  /•  —  / 

(18)   •  ^"^T 


=^ -—  cos  ' -! , 

:W  2/ 

le  signe  V  s'étendant  à   toutes  les  valeurs  /  depuis  o  jusqu'à  l'infini. 


Même  exemple  que  le  précédent,  sauf  que  l  origine  de  la  tige,  au  lieu 
de  recevoir  ini  mouvement  alternatif,  a  un  mouvement  uniformément 
varié. 

Les  calculs  étant  très-simples,  je  me  borne  à  énoncer  les  résultats, 
qui  sont 

l>9)  "'  =  îv^'-^('  +  7?')^+S 
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et 


20 


avec 


I     \        7'  1^ 


y  est  l'accélération   du  mouvement  de  l'origine  de  la  tige,  de  sorte 
que,  pour  x  =  o,  on  a,  quel  que  soit  t, 


2  ' 


On  a,  d'ailleurs,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  t, 

a  =  Uf  4-  U. 


PROBLEME    II. 

Déterminer  le  mou^<ement  d'une  tige  de  piston  dont  l'origine  a  un 
mouvement  alternatij  et  dont  rejctrémitéreçoit  par  l'intermédiaire  d'un 
piston  l'action  de  la  vapeur. 

Je  conserve  les  mêmes  notations  que  dans  le  chapitre  I". 
Les  équations  du  problème  sont 

d^u         .  j  d'il 

lit-  ilx- 


(«)x=0  =  ''  — 'COSOJ/, 
P   ,  rf=jr\  .    ,.       ldli\ 

g   \'d?).r=l' 


-1       +E(7(-r|       =Gsin  yfcosfjj/ +  sin  0)/") -t-Ec. 

'/.v=l  \dj:/j:=i  4^ 

Soit 

[12)  u  =  U,  -h\]. 
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Faisons  ici 


(23) 


1   ;/j  =  M  -h  N  j:  -I-  (  A I  sin  ^  -H  B I  cos  ^  \  sin  oj  t 
I  -t- I  C,siii  — +U,  cos -^  jcosw^ 


En  substituant  cette  valeur  de  u,  pour  u  dans  les  deux  équations 
de  condition  relatives  aux  extrémités,  nous  avons  : 


(^4) 


(25) 


M  +  B,  sinou<  +  D,  coswt  =  r  —  /cosuf, 

IP  (  A,  sui  Y+ B,  cos—    sui&jf 

C,  siu  —  4-U,cos  —    cosu^ 

g   \  ^  ^-  J 

-f-  EcjN  h-  E(r  -  (  A,cos--j —  B,sin  -7- 1  suiw< 

„      &)  /„            m/       _       .      w/\ 
+  t(7  y  (  C,COS D,  SUl  —  I  COSO)/ 

=  E(r  -f-  G  sin  ^  (coswi  +  sinu<). 


Or,  on  satisfait  identiquement  aux  équations  (24)  et  (aS)   par  ies 
valeurs  suivantes  des  constantes 


M  =  r,     N  =  1 , 


A,= 


G  Sin  -7 

4 


M  w  /        P  «a'    .     U  / 

Eu-  COS-; sin -7- 

X  /?  g  /• 


B,  =  0, 


^     .      77  I  <3>     .      bit         Pw'  u/  V 

Gsin-T  —  r    E<7  -  sin-;-H cos  -;- 

Q 4        \     -<■ -î-       g        /•  I 


W  w  /  P  «■    .      r.)  / 

Etr—  cos  -; sin  — - 


D,  =  -r. 


10. 
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Il  résulte  de  Ih  que 


.       7T      .       0)X 

Gsin  -y  siii  — —  (cosuf -+-  sinwf; 
4  / 

■    ;/,  =  -r  -t-  /  -t- 

26 


Et-  fos  — sin  -- 

/•  /  "•  h 


r  COSro/- 


w            6)                   ,          P  co"    .     w  , ,  . 

E!7y  COSy  (/—  x) SIH  -  (/  —  .r) 

'^'        t' g         ^' 

t>  0)/         Pu'     .     w/ 

E  (7  -  cns  -; sin  -— 


On  a  maintenant  pour  déterminer  U  les  équations  suivantes 

(28)  (U).,=o  =  o, 

P  /rf=U\  ^      i'd\j\ 


(3o)  (U)j=o=?(-^)  =  -^  — («.)«=o» 

(3.)  (?L  =  'H-)  =  -im. 

On  vérifiera  l'équation  (27)  ])ar  une  sonmie  telle  que 
(32  1  U  =V  ^A„sinmjcsinA:w^  +  B,„sin;na:cosA7nf  . 

Je  n'introduis  pas  de  termes  multipliés  par  cosw.r,  afin  de  satisfaire 
tout  d'abord  à  l'équation  (28). 

La  condition  (29)  conduit  ensuite  à  la  relation 

m/sniw/=  -5-^  coswt, 

ou,  eu  appelant  p  le  poids  de  la  tige  qui  est  égal  à  rscrl,  on  a 

(33)  ?n/tangm/=^, 

équafion  qui  détermine  les  coefficients  m. 
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En  faisaiil  /«/ =  |7.,  on  a  donc 

(34)  iJ.laugiJ.  =^ '-■ 

On  voit  de  suite  qu'il  y  a  une  infinité  de  valeurs  de  u.  :  la  première 
comprise  entre  o  et  -;  la  deuxième  entre  7:  et  ;;+  -;  la  troisi<'me  entre 

2  7:  et  2  7:  +  -)  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc 
■2 

U  =  >^(A„sui  '-J-  sin  -^ — h  B„.sn)  ^cos-^  l- 


Les  coefficients  A„  et  B,^  se  déterminent  d'après  l'état  initial  et  par 
les  méthodes  d'élimination  connues,  en  se  tondant  sur  ce  que,  a  cause 
de  l'équation  (34),  on  a  toujours,  pour  deux  valeurs  différentes  tj.'  et 
p."  de  |u.,  satisfaisant  à  l'équation  (34), 


X 


cos  — -  cos  ——  a.r  =  o, 


relation  qui  n'a  plus  lieu  quand  ]7.'=  (j.".  On  en  conclut 

(35)  A„=7 : — /       •       co^^dx, 

^        '  '  A-jiip  +  Sinp  COSuj  J,,        (f.r  l 

et 

(36)  B„  = ^ C'i^co^^^dcc. 

En  faisant  les  calculs,  on  trouve  beaucoup  de  simplifications  :  d  une 
part,  à  cause  de  la  relation  (34),  et  ensuite  en  ayant  égard  à  ce  que 

„      01  ij>t,  Pm-  rûl  P  /  CI  w/   / /;  (.1/  w/\ 

E^^^"^T-— ""T  =  7r''°'Tip-T*^'"§T)- 
On  obtient  enfin 

(37)  A,=  -  4 ^"^f- 


P./.' 


V-[V--^   siHftCOSp)      (*-'-    (y) 
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et 

m)    B,,  =  ^ 


On  a  donc,  en  résiuné,  pour  la  solution  cherchée, 


:r-  sin  7  ces  u.  -+-  '«■/'■ 

P         4         '  ' 


«  =  X  -t-  /•  -T 


(39) 


Gsin  ysin  — -  (coswt-|-sinwtJ 

4  ''" 

w         ml        Pw'.w/ 

E  0-  -  cos  — sin  -— 

/■  k  i!  k 


—  rcos&)< 


Et-  cos  -t  { '  —  •*■  • sin  —  (  /  —  J ) 

w  w/  PtiJ-      .      w  / 

E  (7  -  COS  — sin  — - 

A-  /  s-  X- 


7* 

■2/'G§'«sin  -^ 

p7^ 


ax    .     h  'j.t 
cosusm  ■ —  sin  -^ — 


fi(ft  -f-  sin  u.  cos  fi) 


[■-(t)1 


/  G  £■    .      -  \     .      u.  X  /•  u  ; 

w-r ;^sin  -rcos'j.    Sin  ' —  cos— ^ — 

k'  Zà 


(u.  -+•  sinficosfi 


[■"-(t')1 


PROBLEME      111. 

Oscillations  de  la  corde  vibrante. 
Les  données  sont 


(4o) 

(40 

(42) 

Je  fais 
(43) 
et 


dr 


d'y 


df  dx- 


[(7).t=0=O,        (j).,=/=r-  /COSr^Z], 


y^y,  +  Y, 


j-,  =  M  +  Nx  +  [A,  siu ^  B,  COS —   cos w<. 
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En  substituant  >■,  pour  j  dans  les  deux  équations  de  condition  (4i)i 
on  en  tire  iuMnédialeiiient 

M  =  o,     N  =  ^, 

Slll    

a 

On  a  donc 

rsin  — cosoi< 

(44)  J-  =  -7- 


sin  — 
n 


On  a  ensuite,  pour  déterminer  Y,  les  équations 

l  r/=Y  .,  <l'\ 

5.  )       (Y)..=o=o,     iYU.  =  o, 

On  y  satisfait  par  une  expression 

(4o)  Y=  ^1  A/Sui  —  sui  — h  B,sui  ---cos— —  )) 

où  les  coofticients  A,  et  15,  se  déterminent  d  après  l'état  initial  et   par 
les  méthodes  d'élimination  connues.  On  a 


A,  =  o     et     B/=— 2  7M— j 


'[^-Hm 


et  l'on  a  en  résumé 


rsiB  — cosM<  ,    .,  ,         cos/Vsm — —  cos  • 


,  ,     ,                       rx                   a  i't,>l  \  =  v-<  /  l 

(4?)  Y  =  y : -M- 


V 


sin  —  '  (  jr 

a 


['-'-  m 
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PROBLÈME    IV. 

Je  passe  maintenant  à  un  exemple  relatif  à  un  autre  type  d'équations 
aux  différences  partielles.  11  s'agit  ici  de  celle  qui  régit  les  vibrations 
transversales  des  verges  élastiques. 

Je  suppose  une  barre,  comme  une  bielle  d'accouplement  de  machines 
locomotives,  dont  les  deux  extrémités  reçoivent  directement  un  même 
mouvement  alternatif  perpendiculairement  à  l'axe  de  la  bielle.  11  s'agit 
de  déterminer  les  mouvements  moléculaires  de  toutes  les  parties  de 
cette  bielle. 

L'équation  aux  différences  partielles  est 

ou  A-  est  un  nombre  très-grand  dont  la  valeur  est 

M   étant  le   moment  d'élasticité  de  cette  bielle,  g  la  gravité  et   tz  le 
poids  de  l'unité  de  volume  de  la  matière, 
l^cs  conditions  imposées  aux  extrémités  sont 

(49)  (jr)^.=o  =  '-^''i"'^^ 


(5i}  (jr)^=/  =  rsinwf, 

Les  conditions  (5o)  et  (Sa)  expriment  qu'aux  deux  extrémités  de  Ja 
bielle,  lesquelles  ne  sont  pas  encastrées,  le  rayon  de  courbure  est 
infini. 

Je  suppose  de  plus  qu  à  l'origine  du  mouvement  on  ait 

(53)  (j;,=o  =  o, 
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et 


(=«  (ll.= 


oj;. 


Je  ne  suppose  pas  ici,  comme  dans  les  problèmes  précédents,  la 
vitesse  initiale  nulle,  puisqu'il  faut  qu'elle  soit  compatible  avec  celle 
qui  résulte  des  conditions  imposées  aux  extrémités. 

Je  fais  maintenant 

(55)  j  =  j,^Y, 

et 

'  J.  = 


(56) 


r  A,  sin  (^ y/^  a:  j  +  B,  cos  (  y/^  j:  j 


.\^'_rV^'    „.\/^Vr\/^^ 


C/^      -'  +D.^^ 


1 

Isincof. 


Je  détermine  les  quatre  coefficients  A,,  B,,  C,  et  D,  en  substituant 
^4  pour  j  dans  les  quatre  conditions  relatives  aux  extrémités,  ce  qui 
donne  immédiatement 


siny/ 


/' 


B,  =-/•, 


C,    =       r — -pz : 


D,  =-r, 


2 


d'où  l'on  conclut,  après  quelques  réductions, 

(37)    r,  =  -rsiu'ùt  I  -j= 1 ;= -p I 
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On  a  maintenant  pour  déterminer  Y  les  équations 

'i!I  —  _  /  »  ^ 

(Y)a-=0  =  O,        {¥).,=,  =  G, 

Poisson  a  donné  la  solution,  dans  tous  les  cas  possibles,  de  ce  der- 
nier genre  de  question,  les  conditions  imposées  aux  extrémités  ne 
variant  pas  avec  le  temps  [voir  S3i  Mécanique  et  son  Mémoire  sur  l'équi- 
libre et  le  moweinent  des  corps  élastiques,  t.  YIII  des  Mémoires  de 
V académie  des  Sciences). 

On  a  ici 

I  Y  =2    (A,„sin??2j:-i-A'„cos;Hj:+B,„ ^ r- B'„, ^ j 

(58)  N  -, 

I  +(C,„sin772j:+C,cos77zx  +  D„ '■ hD„. ^ jcosm^A/   • 

Les  conditions  imposées  aux  extrémités  conduisent  facilement  à 
cette  conséquence  que  tous  les  coefficients  sont  nuls,  excepté  A^  et  Cm» 

et  que 

sin  ml=:  o 
ou 

(39)  m=-y, 


i  étant  un  entier  quelconque. 

Mettant  A^  et  Q  au  lieu  de  A^  et  C,„,  on  a  donc 

Y  =  V    A.sin^siu  i'-^\  Af  4- Qsin '-^  cos  (  ^  )  kt\- 
Les  coefficients  A,-  et  C,  se  déterminent  par  les  méthodes  connues 

J'Y" 

et  d'après  les  valeurs  initiales  de  Y  et  de  — ?  d'où  il  résulte 
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et 

.     /u/'V  I  —  cos(7r 


et  l'on  a  en  résumé 


\j=:-rsin(jii 


(60) 


—  7.r 


—  cosiTTjsin  — —  sm  \-j]^' 


t)! 


(.»■[(»)■ -(x)'J 


ce  qui  est  la  solution  générale  de  la  question  proposée. 

II  est  à  remarquer  (|ue  les  intégrations  effectuées  ont  fait  clis|)araitre 

les  exponentielles  de  dessous  le  signe  2'   *^''^"  ''  ^«-'sulterait  qu'à 

moins  de  certaines  valeurs  particulières  de  w,  l'ordonnée^  ne  tendrait 
pas  à  croître  indéfiniment. 

Il  n'y  aura  lieu  de  tenir  compte  que  des  valeurs  impaires  de  i,  à 
cause  du  facteur  i  —  cosîti. 

Les  données  de  ce  problème  pourraient  être  variées  de  bien  des 
manières  qui  toutes  se  traiteraient  par  le  même  procédé. 
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EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  ROLLE 

AUX  RACINES.  IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS; 
Par  m.   J.   LIOLVILLE. 


Dans  une  de  mes  leçons  au  Collège  do  France,  j'ai  eu  jadis  occasion 
de  montrer  comment  on  peut  étendre  aux  racines  imaginaires  des 
équations  le  théorème  célèbre  de  Rolle  concernant  les  racines  réelles, 
à  savoir  qu'entre  deux  racines  réelles  d'une  équation  algébrique,  il  y 
a  au  moins  une  racine  réelle  de  l'équation  dérivée.  Je  vais  profiter, 
pour  dire  ici  quelques  mots  sur  ce  sujet,  des  pages  qui  restent  libres 
dans  cette  feuille. 

Considérons  un  polynôme  donné 


fi,  z'"-' 


dont  les  coefficients  a, ,...,  rt,„_i,  a,„  sont  réels  ou  imaginaires,  c'est-à- 
dire  de  la  forme  a  +  /5  y/—  i .  Désignons,  pour  abréger,  ce  polynôme 
par  f  (z)  et  posons 

z.  =  x-hjs  —  i, 
puis 


P  et  Q  étant  des  polynômes  réels  en  j:,  j".  Nous  pourrons  regarder  x 
et  ^  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan, 

et  ainsi  à  chaque  imaginaire  a: -^  j  \ — i  répondra  un  point  M  du 
plan  :    réciproquement,   à   cliaque  point  M  du  plan   répondra   une 

imaginaire  >x -H ^' V  —  J-  Nous  distinguerons  surtout  les  points  A,  B, 
C,...  pour  lesquels  on  aura 

c'est-à-dire  dont  les  coordonnées  vérifieront  à  la  fois  les  deux  équa- 
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tions 

P  =  o,     Q  =  o, 

et  les  points  A',  B',  C',...  pour  lesquels  la  dérivée 

sera  nulle  :  ces  derniers  points  A',  B',  C',...  sont  ceux  dont  les  coor- 
données satisfont  en  même  temps  aux  deux  équations 

f/P  rfO 

^  =  °'     rf7  =  *^- 

Maintenant  admettons  que  deux  points  A,  B,  poiu-  chacun  desquels 
on  a  /  (z)  =  o,  puissent  être  joints  dans  le  plan  des  .r,  y  par  une 
ligne  non  interrompue  AMB  sur  laquelle  on  ait  constamment 


la  ligne  dont  H  s'agit  étant  d'ailleurs  droite  ou  courbe,  ou  même 
brisée  et  formée  de  parties  offrant  des  angles.  Je  dis  qu'en  allant  de 
A  en  B  sur  cette  ligne  AMB,  on  rencontrera  entre  les  points  extrêmes 
A,  B  au  moins  un  point  tel  que  A',  pour  lequel  on  aura 

/'(^)  =  o- 
En  effet  l'équation 

Q  =  o 

donne  d'abord,  pour  tous  les  points  de  la  ligne  AMB. 


dx 


OU 


bien 


attendu  que 

Si  donc,  en  un  point  M  de  la  ligne  AMB,  cette  ligne  offre  deux 


rfQ  _  rfP 

dy  dx 
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branches  faisant  un  angle,  et  par  conséquent  deux  tangentes,  il  faudra 
nécessairement  qu'en  ce  point  l'on  ait  à  la  fois 


djc 


et 

d'où 

f'[z)  =  o. 

Sans  cela,  en  effet,  l'équation  différentielle  (i),  dans  laquelle  les  coef- 
ficients 

dv      rfQ 

fl.T  d.T 

n'ont  jamais  pour  chaque  point  M  qu'une  valeur  unique  et  finie,  ne 
pourrait  fournir  qu'une  seule  tangente.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une  ligne 
anguleuse,  notre  théorème  est  démontré  tout  de  suite. 

Supposons  à  présent  que  nulle  part  on  ne  trouve  un  angle,  et  que 
par  conséquent,  en  désignant  par  ds  la  différentielle  de  l'arc  AM,  les 
rapports 


d.T  d 

-7-» 


Av 


ils 


varient  d'une  manière  continue  quand  l'arc  s  grandit  par  le  mouve- 
ment de  M  vers  B.  Le  polynôme  P,  cjui  est  nul  en  A  et  en  B,  peut 
croître  ou  décroître  quand  on  marche  de  A  vers  B;  mais  s'il  a  crû 
au  commencement,  il  doit  ensuite  décroître,  et,  s'il  a  décru,  croître 
pour  se  retrouver  au  point  B  avec  la  même  valeur  qu'au  point  A.  Il 
faut  donc  que  la  différentielle 

/rfP  dx         dV  dy\     , 
\  dx  ds  dy  ds  j 

change  quelque  part  de  signe  dans  l'intervalle  de  A  à  B.  Le  facteur 
ds  est  essentiellement  positif.  C'est  donc  l'autre  facteur  qui  doit  chan- 
ger de  signe;  et  comme  les  fonctions 

dV        dP        dx        dy 
dx        dy         ds         ds 
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sont  continues,  ce  n'est  qu'en  s'évanouissant  qn  il  pourra  le  Faire. 
Il  y  aura  donc  entre  A  et  B,  sur  la  ligne  AMB,  au  moins  un  point  !\I 
pour  lequel  on  aura 


c  est-à-dire 


rfP   ,         dP   , 


''P ,/..      '/Q 


puisque  les  deux  dérivées  partielles 

dv      dq 

dy         dx 

ont  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Or,  des  équations  (i)  et  (a),  qui  ont  lieu  au  point  M  toutes  les  deux, 
on  tire  sans  peine,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant, 

[(^T-(^)'](''-=H-rfr=.  =  o, 

et  comme  dx"  -)-  djr-  (ou  ds-)  ne  peut  pas  se  réduire  à  zéro,  il  faut  en 
conclure  qu'au  point  M  dont  nous  nous  occupons  on  a  à  la  fois 


et 

dq 


^  =  «' 


partant 

/'(z)  =  o, 

en  sorte  que  le  point  M  n'est  autre  chose  qu'un  des  points  A',  B', 
C',...  définis  plus  haut.  Le  théorème  énoncé  ci-dessus  est  donc 
complètement  démontré. 

Le  théorème  de  Rolle  est  un  cas  particulier  du  nôtre.  Supposez,  en 
effet,  que  les  coefficients  rt,,...,  <7„_,,  rt,„  soient  réels.  Alors  le  poly- 
nôme Q  sera  de  la  forme  _/R,  R  étant  aussi  un  polynôme  entier.  Si 
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donc  on  a  deux  racines  réelles  de  y  (z)  =  o,  elles  répondront  à  deux 
points  A,  B  situés  sur  l'axe  des  x^  axe  sur  lequel  on  a  ^  =  o,  partant 
Q  =  o.  Donc,  entre  A  et  B,  sur  l'axe  des  x,  il  y  aura  au  moins  un 
point  A'  pour  lequel  la  dérivée  f'{z)  sera  égale  à  zéro.  Autrement  dit, 
entre  deux  racines  réelles  de  /  (2)  =  o,  il  y  a  au  moins  une  racine 
réelle  dey  (z)  =  o.  C'est  le  théorème  de  Rolle. 

Notre  théorème  (comme  celui  de  Rolle)  peut  être  étendu,  sous  des 
conditions  faciles  à  comprendre  d'après  la  déinonstration  qui  précède, 
aux  équations  transcendantes. 

Ajoutons  que,  sans  même  sortir  du  cercle  des  équations  algébriques, 
on  pourrait  donner  à  l'énoncé  une  forme  plus  générale  (en  apparence 
du  moins,  car  au  fond  c'est  toujours  le  même  théorème).  Pour  cela, 
faisons 

;.p  +  p.Q  =  u 

et 

vP  +  pQ  =  V, 

1,  [j.,  V,  p  désignant  des  constantes  quelconques,  pour  lesquelles  ce- 
pendant on  n'ait  pas 

Ip  —  (/.y  :=  o. 

Soient  6  et  c  deux  autres  constantes  quelconques.  Si  l'on  peut  joindre 
par  une  ligne  non  interrompue  GLH,  le  long  de  laquelle  on  ait  par- 
tout U  =:  b,  deux  points  G,  H  pour  lesquels  V  prenne  la  même 
valeur  c,  je  dis  qu'il  y  aura  entre  G  et  H,  sur  la  ligne  GLH,  au  moins 
un    point  A',  répondant  à  l'équation  f'[z)=:o. 
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SUR  LA  FORME 

x' -h  y- -h  z- +  t- +  n-  +  3  i'^*  ; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


I.  Étant  donné  un  entier  quelconque  n,  on  demande  une  expres- 
sion simple  du  nombre 

N  (n  =  x^  +  j-  +  z^  -ht-  +  n'  +3 1>-) 
des  représentations  de  n  par  la  forme  à  six  variables 

x^  -i-j-  -h  z-  -h  t-  +  u'  -h  3v-, 
c'est-à-dire  du  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

n  =  X-  + -)  -  +  z-  +  <-  +  ir  -+-  3f=, 

ou  X,  j,  z,  t,  u,  V  sont  des  entiers  imliffércmmpnt  positifs,   nuls  ou 
n  égal  ifs. 

Pour  répondre  à  cette  question,  il  convient  de  mettre  en  évidence 
les  facteurs  1  et  3,  quand  ils  entrent  dans  la  composition  de  n.  Nous 
poserons  donc 

«  =  2"3^H, 

les  exposants  «,  j3  pouvant  se  réduire  à  zéro,  et  m  désignant  un  entier 
impair,  premier  à  3,  par  conséquent  un  entier  de  l'une  ou  de  l'antre 
des  deux  tonnes  linéaires 

i)k  4-  I ,     GA  —  I . 

Nous  aurons  à  nous  servir  du  symbole 

Tome  IX  (2'  séri.).  —  MAns  iSfi.',. 
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de  Legendre.  On  sait  que 

(?)  =  ■ 


quand 

m  =  6k  +  1 , 

et  qu'au  contraire 

(?)  =  - 

quand 

W2  =  6yf  —  I. 

La  valeur  de 

(?) 

influe  sur  celle  du  nombre  demandé 

N  (2"3'S/i  =  X-  ^- r^  + -j  +  t- -\-  ir  +  3t'=), 

et  les  exposants  a,  |3  jouent  aussi  un  rôle  dans  la  question.  Mais  on  a 
surtout  à  considérer  une  certaine  fonction  numérique  de  m,  propor- 
tionnellement à  laquelle 

N  (a"3'^m  =  x-  +  r-  +  z"  -f-  ^=  +  ir  +  3(^=) 

varie  pour  le  système  infini  des  entiers  2'^3'^m  qui  répondent  à  des 
valeurs  données  de  a,  /3  et  de  m  (mod.  6).  Si  l'on  décompose 

m 

de  toutes  les  manières  possibles  en  un  produit 

de  deux  facteurs  conjugués,  la  fonction  numérique  dont  je  parle 
s'exprimera  par 


2     " 


,    ,,2 


Il  est  donc  bon  d'entrer  dans  quelques  détails  sur  celte  fonction  nu- 
mérique importante. 
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2.   Quand  m  est  de  la  forme  6A  -t-  i ,  on  a 


d 
,3 
d'où 

La  fonction  numérique 

exprime  donc  alors  l'excès  de  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  m 
qui  sont  ^i  (mod.  6)  sur  celle  des  carrés  des  diviseurs  de  ni  qui 
sont  au  contraire  ^ —  i  (mod.  6\ 

L'inverse  a  lieu  quand  m  est  de  la  forme  6A:  —  i ,  ce  qui  donne 


id 
d'où 


a)=-(i 


E(l)'''  =  -2(î)'''- 


Dans  ce  dernier  cas,   notre  fonction  l'eprésente  l'excès  de  la  somme 
des  carrés  des  diviseurs  de  m  qui  sont  ^  —  i  (mod.  6)  sur  celle  des 
carrés  des  diviseurs  de  m  qui  sont  ^i  (mod.  6). 
La  fonction 


2(1) 


est  égale  à  l'unité  quand  in=i.  Quand  ni^=  a'^h' ....  a,  h,  etc.,  dési- 
gnant des  nombres  premicM-s  distincts,  la  somme  qu'elle  désigne  peut 
être  remplacée  par  un  produit  dont  les  facteurs  dépendent  respecti- 
vement de  rt,  h,  etc.,  et  que,  d'après  une  notation  souvent  employée, 
nous  pouvons  écrire  ainsi  : 


n[«^^+(i)-^^-^^-«--'-^(i)«- 


2  u  —  G 


l'i. 
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On  voit,  par  celte  expression  en  produit,  que  la  fonction 

2(1)''' 

est  du  genre  de  celles  que  nous  disons  décomposables  en  facteurs.  On 
voit  aussi  qu'elle  a  toujours  une  valeur  positive;  et  c'est  pour  cela 
que  nous  la  préférons  à  la  fonction 

2(5)''= 

qui  lui  est  numériquement  égale,  mais  dont  la  valeur  est  tantôt  posi- 
tive, tantôt  négative. 

Je  ferai  encore  observer  qu'en  donnant  au  symbole  de  Legendre  la 
signification  plus  étendue  que  lui  attribue  Jacobi,  on  a 


2(l)<'-=2:(^)'^=- 


Cette  remarque  nous  servira  plus  tard  à  mettre  en  évidence  certaines 
analogies  dont  nous  ne  voulons  pas  nous  occuper  ici. 
Pour  m  =  5,  7,  1 1,  i3,  etc.,  la  fonction 


2  (3)  ''■ 

prend  les  valeurs  suivantes:  24,  5o,  120,  170,  etc. 
5.   Maintenant  revenons  à  l'expression  cherchée  de 

N  (a'-S'^H  =  X-  -\-j-  +  z-  +  <=-+-  ir  +  Zv-), 

et,  pour  plus  de  clarté,  passons  graduellement  du  cas  le  plus  simple 
au  cas  général.  Simplifions  d'ailleurs  l'écriture  en  mettant 

au  lieu  de 
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Cette  notation  abrégée  ne  pourra  tromper  personne.  En  l'employant 
dans  cet  article  et  dans  les  articles  suivants,  nous  ne  l'appliquerons  à 
la  forme 

.r-  -i-f-  -+-  z-  +  t^  -\-  H-  4-  ?iv- 

qu'en  ayant  soin  chaque  fois  de  rappeler  le  sens  que  nous  y  attachons. 
On  n'a  donc  aucune  confusion  à  craindre. 

Cela  étant,  soit  d'abord  a  =  t),   |j  =  o,   c'est-à-dire  occupons-nous 
de  la  valeur  de 

m  désignant  un  entier  impair  et  premier  à  3.  J'obtiens  pour  ce  cas  la 
formule  ci-après 

(0  •        «('«)  =  [9+(ï)]2(|j^/^- 

En  d'autres  termes,  on  a 

N(/«)  =  10  2(1)^/% 

quand 

//2  =  6  A  +  I  ; 

mais 


quand 

in^  6k  —  I. 

Ainsi,  pour  m  =  i,  on  doit  avoir 

N(i)=io; 
et  cela  est  confirmé  par  l'identité 

I  =  (±1 1)=  +  o=  +  o-  -h  o^  +  o-  -I-  3.o', 

où  l'on  peut  mettre  {±  i)-  à  cinq  places  différentes. 
En  passant  au  nombre  5,  on  trouve 

]S(5)  =  8.-i4=i92. 
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Or  les  identités 

5=i--t-i--f-l-4-l--4-  i^-t-  3.0^, 
5  =  2=  4-  I-  +  o-  4-  o-  +  0°  +  3.o% 
5  =  I-  +  i'-  -f-  o-  +  o-  -I-  o'-  +  3.1-, 

en  affectant  du  double  signe  ±  les  r;icines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  convenables,  fournissent  en  effet 
cent  quatre-vingt-douze  représentations  de  l'entier  5  par  la  forme 

.r-  ■+J-  +  2-  -f-  ^---1-  ir  +  3t'-, 

la  première  identité  donnant  trente-deux  représentations  et  chacune 
des  deux  autres  en  donnant  quatre-vingts. 
En  continuant,  on  obtiendrait 

N(7)  =  lo.So  —-  5oo, 
puis 

N  (I  i)  =  8. 1 20  =  960, 

et  ainsi  de  suite.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  applications  numériques. 
4.  Pour  les  entiers  ini|)airs  multiples  de  3,  la  valeur  de 

n'est  guère  moins  simple.  Je  trouve,  en  effet,  que 
(,)  N(3'',„)  =  [9'-+(=)]2;(|)rf'. 

La  formule  (2)  reste  exacte  po>ir  |S  =  o.  Elle  se  réduit  alors  à  la  for- 
mule (i),  qu'elle  peut  par  conséquent  remplacer,  tout  eu  ayant  plus 
d'étendue. 

Lorsqu'on  veut  distinguer  les  deux  cas  de  m^i  fmod.6)   et  de 
m^—  I  (inod.  6),  la  foranile  (2)  se  décompose  ainsi  qu'il  suit  :  on  a 


N(3'''m)-(9'^-^'  +  0i;(f)^/% 
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quand 


m  =  6k  +  i; 


mais 


quand 

/w  =  6  A  —  I . 

En  prenant  m  =  i ,  (i  =  \ ,  cela  donne 

N(3)  =  82, 

résultat  confirmé  par  les  deux  identités 

3=  I- +  I- +  I- +  o- +  o- +  3.o= 
et 

3  =  o^  -H  o^  -f-  o-  +  o^  +  o-  +  3. 1  -, 

qui  fournissent  quatre-vingt-deux  représentations  de  l'entier  3  par  la 
forme 

X-  -+■}-  -h  z-  +  t-  -+-  li-  +  3t'-, 

si  l'on  a  soin  d'affecter  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui 
ne  sont  pas  nuls  et  d'opérer  les  permutations  convenables.  On  s'assu- 
rera de  même  que 

N  (9)  =  9' -I- 1  = -So,     N  (i 5)  =  80.24=  1920,     etc., 

conformément  à  la  formule  (2).  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer 
ces  exemples. 

5.  La  formule 

peut  êlre  établie  directement  pour  une  valeur  quelconque  de  |5  ;  mais 
ou  peut  aussi  démontrer  d'abord  la  formule 

(,)  ''W  =  [9+(ï)]2(!)''' 
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puis  en  tirer  l'équation  (2)  en  prouvant  que 


9/^+'+^^ 


(31  N(3^«)  =  ^ j^l^(m). 

Ajoutons  que  l'équation  (3j  peut  être  rendue  plus  générale;  car  elle 
s'étend  aux  nombres  pairs.  En  d'autres  ternies,  y  désignant  un  nombre 
premier  à  3,  mais  d'ailleurs  pair  ou  impair,  on  a  de  même 


9^  +  'h 
(4)  N(3-'^^)  =  : 77r^N(7). 

L'équation  (/()  nous  débarrasse  des  difficultés  provenant  du  facteur  3; 
et  si  nous  avions  trouvé  pour  tout  entier  2'^ in,  pair  et  premier  à  3, 
la  valeur  de 

]N(2''m), 
nous  en  conclurions  sans  peine  celle  de 

La  question  à  laquelle  cet  article  est  surtout  consacré,  et  qui  déjà  est 
résolue  poiu"  les  entiers  impairs,  le  serait  donc  aussi  pour  les  entiers 
pairs. 

6.  Occupons-nous  donc  des  entiers  pairs,  premiers  à  3,  et  commen- 
çons par  l'entier  impairement  pair  2in.  J'obtiens  à  ce  sujet  la  formide 
suivante  : 

(5)  N,:2.o  =  5[9-(|)]2:(|)^^ 

Ainsi,  par  exemple, 

N(a)  =  4o; 
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ce  qu'on  vérifiera  au  moyen  de  l'identité 

2  =  (it  i)=  +  (±:  ij"  -f-  0=  +  o-  -t-  o^  +  3.o% 

en  y  effectuant  les  permutations  convenables. 
De  là  encore 

N  (10)  =  5o.24  =  1200. 

Ici  on  a  les  identités 

10  =  i-  +  3-  +  o-  +  o-  +  o"  +  3.0'-, 
10  =  1- -H  [- -I- 2- -+- 2"  +  o- -t- 3.0-. 
10=  j-4-  I-  +  I-  +  2-  +  0--I-3.I*. 

On  y  donnera  le  double  signe  ±1  aux  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  on  y  opérera  les  pernuitations  convenables.  La  première 
identité  fournira  ainsi  quatre-vingts  rejjrésentations  de  l'entier  10  par 
la  forme 

x^  _l_  j2  ^  z-  -{-  t-  -\-  u^  -h  3  V- \ 

la  seconde  en  fournira  quatre  cent  quatre-vingts  et  la  troisième  six 
cent  quarante.  Or 

80  -4-  480  +  G40  =  1200. 
L'équation 

N  (10)  =  1200 
est  donc  exacte. 

En  combinant  la  formule  (5)  et  la  formule  {4\  dans  laquelle  on 
prendra  ^  =  2m,  nous  obtiendrons  la  valeur  de 

N(2.3^«). 
11  faudra  se  souvenir  que 


et  alors  on  trouvera 


(2w\   /m 

<6)  N(..3.%«)=5[9— -(ç)]2(-;)rf 


Tome  IX  (2'  série).  —  Mars  i8G.'|. 


i3 
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Par  exemple, 

N(6)-4oo, 

ce  qu'on  vérifiera  sans  peine  au  moyen  des  identités 

6  =  I-  +  I-  -t-  2-  +  o-  +  Q-  +  3.0- 
et 

6=  1^4-  r-  +  1-  +  Q-  H-  G-  +  3. 1-; 

la  première  fournit  deux  cent  quarante  représentations,  la  seconde  en 
fournit  cent  soixante. 

7.  Relativement  aux  entiers  pairement  pairs,  premiers  ou  non  à  3, 
voici  les  résultats  qu'on  obtient.  Ces  entiers  peuvent  être  représentés 
par 

ou  par 

suivant  que  a  y  entre  avec  un  exposant  pair,   ou  avec  un  exposant 
impair.  Or  je  trouve,  d'une  part, 

(7)  N  (.=-^^^3'^«)  =  l  ie-^^'-g)  N  (3'^m), 
et,  d'autre  part, 

(8)  N  (2-^-^3'%»)  =  ^  (4^^^^+  9)  N  (2  .  ■5''m). 
En  portant  dans  l'équation  (7)  la  valeur  de 

fournie  par  l'équation  (2),  on  a  donc 

(9)  N  (2-^+^3^.)  =  ^  [9''-  4-  (^)]  (4-^-^  -  9)  2:  (f  )  n^. 
Portant  ensuite  dans  la  formule  (8)  la  valeur  de 

N(2.3'^h) 
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fournie  par  l'équation  (6),  on  a  semblablcment 

Et  ces  formules  (9),  (ro)  peuvent  se  résumer  dans  la  formule  utiique 

(I.)  N(.«3M=5[9'^-^'+(--r(?)][4='-^'-(->r-9]i:(|)^/% 

sur  laquelle  nous  allons  présenter  quelques  remarques. 

La  formule  (11)  a  été  établie  à  l'occasion  des  nombres  pairement 
pairs;  il  semblerait  donc  qu'on  dût  nécessairement  y  supposer  a>i. 
(Cependant  elle  est  vraie  aussi  pour  a  =  i  ;  car  elle  coïncide  alors  avec  la 
formule  (6).  Ainsi  elle  comprend  la  formule  (6)  qu'on  peut  dorénavant 
mettre  de  côté.  Mais  on  ne  peut  pas  y  faire  «  =:  o;  le  cas  de  a  =  o  est 
résolu  séparément  par  la  formule  (2).  Les  formules  (2)  et  (i  i)  (dans  cha- 
cune desquelles  on  peut  faire  |3  =  o)  répondent  donc,  l'une  aux  entiers 
impairs,  l'autre  aux  entiers  pairs,  et  partant,  à  elles  deux,  suffisent  à 
tout. 

Au  reste,  il  serait  facile  de  les  comprendre  en  une  seule  et  même 
équation  ;  car  le  résultat  que  donne  la  formule  (i  i),  quand  on  y  sup- 
pose «  ^  o,  n'est  inexact  que  par  le  signe.  Or  on  a 

(-•r=r 

pour  a  >  o,  et 

(-1)    =-i 

pour  a  =  o.  En  substituant  à  la  formule  (i  i)  celle-ci  : 

:,2)Nb«3'^m)  =  ^(-o^°'[9^-'+(-o'(i)][4^-^■-(-■r•9E(3)^^ 

on  aura  donc  une  formule  unique,  applicable  à  tous  les  cas  possibles. 
Je  me  bornerai  à  un  seul  exemple,  celui  du  nombre  4.  La  formule  (12) 
donne 

N  (4)  =  2  (4-" -9)  =  110. 

i3.. 
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Or  les  identités 

4  =  2°  +  o  -(-  o  -H  o  -H  o  -t-  3  .  o-, 
4  =  i°+i--i-i--^i-+  o  +3.0-, 
4  =  1  - -H  o- 4-  o- +  o- +  o- +  3  .  I -, 

où  l'on  doit  opérer  les  permutations  convenables,  et  affecter  du  double 
signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas  nuls,  fournissent  effec- 
tivement cent  dix  représentations  de  l'entier  4  par  la  forme 

x'--{- j'^-h  z- -h  l--h  II- -^"iv-; 

la  première  en  foiunit  dix,  la  seconde  quatre-vingts,  la  troisième  vingt. 
8.  Jusqu'ici  nous  n'avons  cherché  que  le  nombre  total 

N(2"3^rt) 
des  solutions  propres  ou  impropres  de  l'équation 

a"  3'^  m  =  jc-  4-  J-  +  z-  -{-  t- -h  ir  +  "i  i>- ■ 
On  peut  désirer  aussi  d'avoir  séparément  le  nombre 

des  solutions  propres,  c'est-à-dire  des  solutions  exprimées  par  des 
valeurs  de  jc,  j^  z,  t,  u,  f ,  non  divisibles  à  la  fois  par  un  facteur  com- 
mun >  I .  Alors,  au  lieu  de  la  somme 


il  faut  introduire  le  produit 

relatif  aux  facteurs  premiers  de  l'entier 

m  z=za''^b'.  ...  ; 
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puis  poser 

M  {2^ym)  =  C(«,  fi,  m)  n  [«■■■'  +  (f)  «'"-']• 

oif 

C(a,  /3,  m) 

est  une  fonction  de  a,  de  ^  et  de  m  (mod.  (i ;  dont  nous  allons  donner 
l'expression  en  distinguant  les  cas  divers  de  a  =  o,  a  =  i ,  a  —  a,  a  >  2. 
Pour  a=  o,  on  a 

C(o,  o,  m)  =  9-+-  (y), 

puis 

C(o,  I,  w)  =81+  (^j), 

et  enfin,  rpiand  p  est  >  i, 

C(o,  |3,  /m)  =  80  .9'^"'. 
Pour  a  =  1 ,  on  a 

C(i,  o,  («)  =  5[^9  -  (^)J, 
puis 

C(.,  i,m)  =  5[8,-(^)], 

et  enfin,  quand  |3  est  >  i, 

C(i,  jS,  m)  =  400.  9"~'. 
Pour  a  =:  j,  on  a 

C(2,    o,    /«)  =  10      9  +    Ij)   L 

puis 

C  (2,  I ,  m)  =  10814-  (y)    ' 

et  enfin,  cjuand  |3  est  >  1, 

C(2,  p,  7h)  =  800.9^-'. 
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Pour  a  >  2,  ou  a 


C  (*,  o,  ;«)  =  .5.4'"-"  [9  +  (-  1)'"  (j)} 


puis        ' 


C(«,  i,m)=  15.4'^-' [81 +  (-!)"  (^)], 
et  enfiu,  quand  jS  est  >  i, 

C(a,  ^-î,  /;0  =  75-4""'-9''"'- 
9.  Cherchons  encore  le  nombre 

3b  (2'"'  3''  m  =  .X-  -h  j-  +  z-  -h  l-  -h  ir  ■+-  3 1'-  ) 

des  sohitions  dont  l'équation 

2" 3'  m  =^  X-  -\-  j"  +  z-  -\-  t-  -{-  II-  -t-  3 1'- 

jouit  quand  on  n'y  admet  pour  x,  j,  s,  <,  m,  i»  que  des  valeurs  entières 
et  positives.  Il  est  bien  clair  que  l'on  n'a  de  telles  solutions  que  quand 
l'exposant  a  est  au  moins  égal  à  3.  Soit  donc  a  =  2  +  3.  Il  s'agit  de 
donner  une  expression  simple  de 

e)b  (8  .  l"^?»^  77i  =  X-  -(-  J-  -Jr  Z-  -ir  t-  -\-  II-  -^  "iv-) 

ou,  pour  abréger,  de 

X(8.2='3^/7i). 

Or,  je  trouve  que 

-^b  (8.2'3'';«! 
s'exprime  par 

a->(9-±,)2:(f)rf'. 

le  signe  supérieur  devant  être  employé  quand  2' m  .n'est  pas  résidu 

quadratique  de  3,  tandis  que  quand  2' m  est  résidu  on   doit  prendre 
le  signe  inférieur. 
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En  d'autres  termes,  on  a 

(.3)      o.(8..'3''m)  =  .— ^[9^--(-,r(f)]2(i)./^ 

Cette  équation  résout  la  question  proposée.  On  peut  y  faire  s  =  o, 
et  aussi  /3  =  o. 

L'équation  (i3)  donne 

3L{8)  =  I, 

résultat  confirmé  par  l'équation 

8  =  I-+  1  =  +  i-  +  i^+  i-H-3.  I-. 

Elle  donne  aussi 

3i^(iG)  =  5; 

ce  qui  s'accorde  avec  les  identités 


i6  =  3--f-  I--I-  I 
i6  =  1-+  3-+  1 
1 6  =  I  -  -f-  t  -  -f-  3 
1 6  =  I  -  +  r-  +  I 


+  I-+  1^4-3.1-, 
-+i^+  1  =  4-3.1% 

^  +  3=+  1^4-3.1% 


1 6  =  1=4-  r-  4-  r-  4-  1-4-3=4-3 


J'en  tire  encore 


ri,  (24) 


lo; 


or  on  vérifiera  aisément  l'exactitude  de  ce  dernier  résultai  au  moveri 
de  l'identité 

24  =  1  =  4-1= +1  =  -^  3=  4- 3-+ 3.1=, 

en  y  effectuant  les  permutations  qu'elle  comporte. 

10.  Si,  tout  en  continuant  à  ne  prendre  pour  valeurs  de  a.',  j,  z,  t. 
u,  V  que  des  entiers  impairs  et  positifs,  on  imposait  en  outre  à  ces 
entiers  la  condition  de  n'être  pas  tous  divisibles  par  un  même  fac- 
teur >  I ,  le  nombre 

o\l{8  .  2-' 3'^  m) 
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des  solutions  que  l'équation 

8  .  -x'  3' m  =  X-  +j-  +z-  +  t'-^  lî"  +31^^ 
conserverait  dans  ces  conditions  nouvelles  pourrait  devenir  inférieur  à 

x(8.2^3''»z), 
et  voici  comment  on  le  déterminerait. 
Introduisons  de  nouveau  le  produit 

relatif  aux  facteurs  premiers  de  l'entier  m  =  a'^b',  . .  . ,  et  posons 

aiL  [8  .  i'  y  m)  =  D  (s,  /3,  /«)  JJ  p"+  (0  a^'^-'l 

Le  facteur 

D(£,  p,  m) 

sera  une  fonction  numérique  très-simple  de  s,  de  /3  et  de  th  (mod.  6). 
On  a 


puis 


enfin,  pour  /3  >  i, 

D(£,  p,  /nl  =  5.2^'-"'.g'-'. 
Je  me  dispenserai  d'ajouter  des  exemples. 
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SUR  LA  FORME 

.ï'*  +  3  (j*  H-  z-  -f-  «-  +  li^  -^v-); 

PiK  M.  J.  LIOLVILLE. 


1.  On  demande  une  expression  simple  du  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  donné  ii  |)nr  la  forme  à  six  variables 

X-  -^-'^  [j-  -f-  2-  +  t-  +  M-  +  V^), 

c'est-à-dire  du  nombre 

N  [«  =  x=  +  3  [f  ^z"  ^tr-  +  u-  +  v'')] 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  x^  -+-  3  {y-  -i-  z-  -\-  t-  -+-  u-  -f-  v^  ) 

ou  a:,  J-,  z,  t,  u,  v  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs. 

Il  sera  facile  de  répondre  à  cette  question,  si  l'on  se  souvient  de  ce 
que  nous  avons  dit  dans  l'article  précédent  (dont  nous  conserverons 
ici  toutes  les  notations)  au  sujet  du  nombre 

N(«) 
des  solutions  de  l'équation 

n  =  X-  -+-;)"■  -h  z-  -h  t-  +  n-  -h  i  f- . 
Mais  d'abord  observons  que  l'équation 

n  =  x'-  -i-  '5  {j-  -+-  z-  -+■  t-  -+-  u^  -+-  v-  ) 
est  évidemment  impossible  quand  n  est  de  la  forme  Sg -t-  2,  de  uia- 

Tome  IX(i'série).  — Mins  1864.  '4 
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nière  que 

N  [  3g  +  2  =  X-  -i-  3  (  j=  -+-  z-  •+  <-  +  ir  +  i^=  )]  =  o. 

11  ne  faut  donc  s'occuper  que  des  entiers  multi[)les  de  3  et  des  entiers 
^  I  (mod.  3). 
I>'équation 

3«  =  X-  -^  3  [j"^  4-  z-  -\-  t-  -k-  ir  -\-  {>-) 

exige  que  x  soit  multiple  de  3  ;  et,  en  posant  x  =  3x,,  elle  se  change 
en  celle-ci  : 

71  —f-  -I-  Z=  -H  €■  -I-  M-  4-   ('-   +  ?>X\, 

qui  lui  est  parfaitement  équivalente  et  dont  le  nombre 

N(«) 
de  solutions  a  été  déterminé.  L'équation 

N  [3«  =  ^=  +  3  [f-  +  z-  +  z=  +  «=  +  V-)]  =  N  (h) 

répond  donc  à   la  question  actuelle,  en  tant  qu'il  s'agit  d'un  entier 
multiple  de  3. 

Le  cas  des  entiers  ^i  (mod.  3)  offre  plus  de  difficulté;  j'ai  pour- 
tant réussi  à  le  résoudre  en  prouvant  que 

N  [3g  +  I  =  j:-  -+-  3  (j-  +  z-  -4-  /-  +  H-  +  t'-j] 
vaut  précisément  le  cinquième  de 

N  [?>g  4-  I  =  x-  4- J--  4-  Z-  4-  i-  4-  M-  4-  3p-), 
c'est-à-dire,  d'après  notre  notation,  en  prouvant  que 

N  [3g  +  1  =  .T=  4-  3  [y-  4-  z-  4-  /-  4-  u-  4-  V-)]  =  ^  N  (3g  4-  f ,. 

2.  I^es  quelques  lignes  qui  précèdent  pourraient  paraître  suffi- 
santes; mais  il  ne  sera  pas  inutile,  je  crois,  de  donner  explicitement 
les  formules  qui  en  résultent. 
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Posons 

11  =  -^"  y  m, 

m  étant  un  eaitier  impair,  non  divisible  par  3.  Si  l'on  a  [i  >  o,  la  va- 
leur de 

N  [a'-'a'Sn  =  x=  +  3  {r^  +  3-  +  t-  -^  u-  +  1^=)] 
sera,  comme  on  vient  de  le  voir,  égale  à  celle  de 

N(2"3^-'m). 

En  appliquant  la  formule  (12)  de  l'article  précédent,  on  obtiendra 
donc  (dans  le  cas  de  |3  >  o)  pour 

N [2''-3S?e  =  .r=  +  3  [y-  +  z'  -\' i^  +  u'  ^  v-)\ 

l'expression  suivante 

On  admet  pour  a  la  valeur  zéro  comme  toute  autre  valeur,  et  il  im- 
porte peu  que  l'entier  9."^'" m  soit  pair  ou  impair.  Mais  il  est  bien  re- 
marquable que  cette  expression  reste  exacte  même  quand  [i  =  o,  en 
sorte  que  la  valeur  de 


N  [2" m  =  .X-  +  3  (j)--  -\-  z-  ^i^  +  u-  -+-  v-)\ 

■(..,)-"[,  +  (-,r(ï)][4"*'-(-T.9]5;(l)'''- 


est 

5 
En  effet,  quand  2"  w  est  de  la  forme  3g  -+-  2,  on  a 


(-■)-(?)  =  (4=)  =  -■• 


d'où 

'-^(-'r(i)=o. 
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ce  qui  s'accorde  bien  avec  l'équation 

N  [3g: 4-  2  =  X-  +  3(  r'  +  z-  +  <=  +  «-  +  v-)  =  o; 
et  quand  a^/n  est  de  la  forme  3g  +  i ,  on  a 


.    3    . 
d'où 

.  +  (-.)■(?)  =  =. 

ce  qui  conduit  poiu' 

N  [a^n  =  X-  +  3  {y-  -h  z-  +  t-  -h  ir  +  v-)] 
à  la  valeur  ci-après 

l(_,f[4— _(_.r.9]2:(g)^^% 

laquelle  est  exacte,  car  c'est  précisément  (dans  les  conditions  admises) 
celle  de 

Quelques  exemples  numériques  suffiront,  je  pense.  Noire  méthode 
donne 

N  [i  =  .r-  +  3  (y-  +  z-  -\-  t^  -{-  ir  -+-  1»=  )]  =  2, 

ce  qui  est  évident  à  priori;  puis 

N  [3  =  X-  +  3  (j-  +  z^  +  t-  +  li^  -\-  V-)]  —  io, 

ce  qui  s'accorde  avec  l'identité 

3  =  0-  +  3[(±  i)-  H-  o-  •-(-  o-  -+-  Q-  +  0-), 
où  l'on  peut  mettre  ^  ±;  i)^  à  cinq  places  distinctes;  ensuite 
N  [4  =  .:*:^  +  3  (j^  +  s-  -ht- -h  u-  +  v-)]  =  22, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  109 

résultat  dont  on  vérifiera  l'exactitude  au  moyen  de  l'identité 

4  =  (±2)-  + 3(o»  +  o=  +  o-  +  o-  + 0=) 

qui  donne  deux  représentations  de  l'entier  4  par  la  forme  qui  nous 
occupe,  et  de  l'identité 

4  =  I  "  -l-  3  (  1  ^  +  o'-  +  o-  +  o*  4-  o-  ), 

qui  en  fournira  vingt,  en  y  affectant  du  double  signe  it  les  racines 
des  carrés  qui  ne  sont  pas  nuls  et  en  y  opérant  les  permutations  con- 
venables. Nous  terminerons  par  ' 

N  [6  =  a:-  -t-  3  {j-  +  z-  -h  t-  +  u-  -h  v-j]  =  4o, 

et,  cette  fois,  c'est  de  l'identité 

6  —  o-  -f-  3  (  I  -  4-  I  -  +  o-  +  o-  +  o-  ) 

qu'il  faudra  se  servir. 

5.  Je  ne  m'arrêterai  pas  à  chercher  séparément  le  nombre  des  so- 
lutions propres  de  l'équation 

n  =  X-  -h  5  {y-  -{-  z-  -\~  t-  -h  ir  +  v'^), 

non  que  cette  recherche  soit  difficile:  elle  est  seulement  fastidieuse,  à 
cause  des  cas  divers  qu'il  faut  distinguer;  je  m'en  réfère  donc  sur  ce 
point  à  la  méthode  générale  qui  s'offre  d'elle-même.  Mais  je  veux 
dire  quelques  mots  d'une  autre  question  qui  a  de  l'intérêt,  et  déter- 
miner k;  nombre 

X  [/i  =  .%■-  -+-  3  [y  -+-  -J  +  1-  -^  u-  4-  v-]] 

des  solutions  que  l'équation 

n  —  X-  +  'i  {j-  +  z=  +  r-  +  n-  -+■  V-  ) 

conserve  quand  on  n'admet  pour  valeurs  de  x,  y,  z,  t,  «,  i'  que  des 
entiers  impairs  et  positifs.  Cela  suppose  évidemment  it  multiple  de  8, 
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'sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  de  telles  solutions;  il  faut  écarter  aussi  le 
cas  de  72  =  3g  4-  2.  Enfin  je  mets  de  côté  le  cas  trop  facile  de  n  mul- 
tiple de  3.  Je  n'ai  plus  dès  lors  que  deux  suppositions  à  faire 

n  =  %.2''{&k-  1) 
et 

H  =  8.2-'^"^'((3A'  +  1), 

la  valeur  y  =  o  étant  admise  comme  toute  autre  valeur  entière  >  o. 
Quand 

«  =  8./^(G/,- -1), 
je  forme  la  somme 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  ù  de  l'entier 

GA-— I  =  r/c?, 
et  j'obtiens  pour 

3l,[%.-2'''\&k  —  i)=:.r=  +  3(j-  +  z=  +  t-^u-+  v-")] 
l'expression  que  voici 

Ainsi,  en  prenant  7  =  0,  k=^i,  on  a 

oc, [8.5  =  x'^  +'i  {j-  +  z-  4-  /-  +  II-  -h  p-)J  =  6, 
ce  qui  est  confirmé  par  les  identités 

4o  =  5-  +  3  ( I  -  +  1  -  H-  I  -  -+-  I  -  -f-  I  -  ) 

et 

40=  i-  +  3(5-+i-+  1-4-  1=4-  I-), 

dans  la  seconde  desquelles  on  peut  mettre  3-  à  cinq  places  distinctes. 
En  prenant  7  =  o,  A=  1,  on  trouve  ensuite 

31:,  [8. 1 1  =  a- 4- 3  (^>-' 4- z- 4- ^' 4- ;<' 4- i'- )J  =  3o ; 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i  1 1 

ce  que  l'on  vérifie  au  moyen  des  identités 

88  =  1-  +  3(5-  -h  r-  -t-  I-  +  t*  -I-  I-), 
88=  ,-^  +  3(3-^  +  '3-^  +  .P^-i^-M  =  ), 
88  =  5-  +  3(3"-  +  3-^-t-  i^+  i^+  r-), 
88  =  7= -+-3 (3-+  I-+  r^-f-  i-^  1-), 

en  y  effectuant  les  permutations  qu'elles  comportent. 
Soit  enfin  -y  =  i,  ^  =  i;  il  nous  viendra 

X  [i6o  =  X-  -h  3  {y-  -h  z-  -h  t-  -h  II-  +  i'-)j  =  96; 

et  l'on  s'assurera  que  cette  valeur  est  exacte,   au  moyen  des  identités 
ci-après  : 

160=  r- +  3(7'- 4- 1- -t- 1- H- 1- +  I-), 

160=  I- +  3(5- +  5- +  I- 4- I- +  i-\ 

160=  I- +  3(5- 4- 3- 4- 3- +  3- +  I-), 

160  =  n'-'  4-  3  ( 5-  4-  3-  -+-  3-  H-  1-4-  1  - ), 

F  60=  5- 4- 3(3- 4- 3- 4- 3- 4- 3- 4- 3-), 

160=  7-4-3(5- 4-3=  4- I- -+- I- +  i'-), 

160=     7-4-3(3-4-3=4-3=4-3=4-1-), 
160=  11=4-3(3=4-  1=4-  1=4-  1=4-  1=), 

où  l'on  opérera,  bien  entendu,  les  permutations  convenables. 
Quand 

«  =  8.2'"''^'(6A-4-i), 


2  (])''■ 


formez  de  même  la  somme 

relative  aux  diviseurs  conjugues  de  l'entier 

6A  -Hi  -dû. 


112 

La  valeur  de 

3^  [8.2-' 

sera 
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(6A--^  i)  =  .x'=  +  3  {j^  +  z-  +  t-  +  u^  +  v^)'_ 


'«'Sis)'''- 

Ainsi,  par  exemple, 

3î,[i6  =  X-  +  3  {j-  ■+-  z-  -+■  t-  -+-  ir  +  i'-)]  =  I  ; 


1 6  =  r-  -4-  3 


1-  +  1-  +  r 


l'identité 

confirme  ce  fait. 
L'équation 

X  [64  =  x-  +  Z{j--^  z-  -^t-  +  u-  +  V-)]  =  1 6, 

que  notre  formule  donne  aussi,   est  confirmée   à   son   tour  par  les 
identités 

64=  i^'  +  3(3=  +  3^  +  i='+i^  +  i  =  ), 

64  =  5-  +  3(3=+i^+i=+i=  +  i  =  ), 


64  =  7= 


3(i^+  i^+  r 


dont  les  deux  premières  comportent  des  permutations. 
On  trouve  encore 

3Ï.  [16.7  —  a.--  -h  '5  {j'-+-  z-  +  t"  -\-  ir  -+-  V-)]  —  5o; 
et  la  vérification  est  facile  au  moyen  des  identités 

^H-3(5-  +  3=+i-+  l'+r-) 
+  3(3^- +  3^ +  3= +  3=  4 


112=1 

1  1  a  :=  I 
112  =  5 
112  =  5 
112  =  7 


-H  3(5=+  I-  +  I-  +  1-  -+- 
=  +  3(3--  +  3'-'  +  3^+  1-^  + 
3(3-  -f-  3-  +  I-  -t-  i'-^  + 


où  l'on  effectuera  les  permutations  convenables. 
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J'ajouterai  que  pour   les  reprosentalions  à  indéterminées  impaires 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  concernant  la  forme 

.r^  +  3  (  j'  -\-  z-  -h  P  -h  ir  -4-  i''  ) 

et  les  deux  classes  d'entiers 

8.a''''(6y^-i  S     8.-/^-^ '{6  A- -M), 

la  question  du  nombre  des  représentations  propres  est  facile.  Il  suffit 
de  remplacer  la  somme 

par  le  produit 

n  ['■■-+©-'-'] 

relatif  aux  facteurs  premiers  de  6k  —  i  ou  de  6A  +  i  mis  sous  la 
forme  a'^b'...;  les  coefficients  restent  les  mêmes. 

4.  La  méthode  que  nous  avons  indiquée  au  n°  l  pour  arriver  à  la 
valeur  de 

N  [«  =  x=  ^-  3  {f-  +  z-  +  t-  +  II-  +  V-)] 

paraît  assez  simple  :  le  lemme  sur  lequel  elle  repose  est  d'ailleurs  aisé 
à  démontrer.  Peut-être  est-il  bon  pourtant  d'avertir  que  nous  Tiu-ions 
pu  suivre  une  autre  route  eu  rattachant  l'équation 

n  =  X-  -f-  3  (j-  -f-  z-  +  <-  4-  u^  -f-  V-  ) 

à  ces  deux-ci  : 

n  =  x"  -\-y'  -f-  S"  -+-  t-  -f-  ir  -f-  Zv- 
et 

3«  =  a:'  +  )-2  +  z-  +  <-  4-  ir  -f-  3f^, 

dont  les  nombres  de  solutions 

]N;«),     N(3rt) 

*  f 

Tome  IX  (a*  série).  — Mars  i864.  '  ^ 
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sont  connus.  On  a,  en  effet, 

^\n^x-  +  -i{r-  +  z^-hl--i-u--hi>'-)]  =i[ioN(^0-  N(3«)]. 

Cette  relation  est  vérifiée  par  la  valeur  donnée  plus  haut  pour  son 
premier  membre.  Mais  elle  est  susceptible  aussi  d'une  démonstration 
à  priori,  et  en  l'établissant  ainsi  on  arrive  directement  à  l'expression 
générale  de 

N[«  =  .r-  H-  3(j-  +  z-  +  /-  -I-  f/^  +  i'')]. 

Si  l'on  voulait  se  borner  aux  valeurs  impaires  et  positives  de  .r,  j,  z,  t^ 
u,  V,  on  trouverait  de  même 

X  [«  =  a;-  -H  3(j'  +  z--\-t--\-  II-  -\-  v'-)]  =  -  [ioX(7«)  —  .)î,  (3«)]. 
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v\>\v%\v>W'«vwv\\WVVV\  w^  VV>v\«  \\\vv^W^  vww^vvwx^  v\%  v\%\>A\\^v\\^AA  vv<\^«vv^v^^«'Vlvx^^^^^^>^^'  »v^*A«  -v*  \\\v\i\x*  v\'v^^\\^ 


SUR  LA  FORME 

.r*  -^  y-  -h  z-  +  t-  -h  1  ir  -(-  -2  iiv  -+-  1 V-  ; 

Par  31.  J.   LIOLMLLE. 


l.  Étant  donné  un  entier  quelconque  «,  on  demande  une  expres- 
sion simple  du  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme  à  six 
variables 

.r-  -y- )''  +  :;■  +  /■  4-  iu'  -h  itiv  +  ac-, 


c'est-à-dire  du  nombre 

N  [71  =  œ-  -f- j""  +  z-  -f-  t'  -+■  2«-  -H  2/a'  H-  2  f-  ) 

des  solutions  de  l'équation 

«  =  x^  -h  r^  -I-  z-  +  t^  +  ^ir  -t-  1UV  -\-  2 y-, 

où  X,  7 ,  z,  <,  «i,  y  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs. 

Comme  les  facteurs  i  et  3,  quand   ils  entrent   dans  n,  jouent  un 
rôle  à  part,  nous  ferons 

n  =  i"  y  m^ 

m  désignant  un  entier  impair  et  premier  à  3,  après  quoi  nous  intro- 
duirons la  somme 

m"- 

relative  aux  diviseurs  conjugués  rf,  à  de  l'entier 


m 


=  r/o\ 


Nous  distinguerons  d'ailleurs  les  deux  cas  de 


a  ^  o 

i5 
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et  de 

a  >  o. 

2.   Soit  d'abord  a—  o,  en  sorte  qu'il  s'agisse  d'un  entier  impair  y  in. 
Je  trouve  pour 

N  (3''  m  —  .r^  +  j-  -+-  z-  -h  t-  -h  2u^  -^  auv  +■  "ii'-) 

la  valeur  suivante 

On  peut  supposer  /5  =  o,  et  alors  on  voit  que 

N  {m  =  jc^  -h  j^  -^  z^  -h  t-  -h  IV?  +  2«p  +  1V-) 
s'exprime  par 

[9-(î)]2(i)''=. 

c'est-à-dire  par 

quand 

7/i  =  6  A -f-  I , 
et  par 

quand 

}n  =  6k  —  I . 

Ainsi,  par  exemple,  on  a 

N  (i  =  jc-  -h  j-  -\-  z-  -h  t-  -+-  iir  -h  2Ui>  -i-  2v^)  —  8, 
et  cela  s'accorde  avec  l'identité 

I  =  {±  l)-  -f-  O^  -h  o-  4-  o*  -4-  2.0-H-   2.0.0  -+-  2.0-*, 

dans  laquelle  on  peut  mettre  (±i)"  à  quatre  places  distinctes.  Je  me 
contenterai  de  ce  seul  exemple. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  J17 

ô.   Passons  aux  entiers  pairs  exprimés  par  2"  3'' m,  sous  la  condition 
fie  a  >  o.  J'obtiens  pour 

N  (2"  y  m  =  X-  -^  j-  -h  z-  -h  t-  -^-  iii-  -\-  iiiv  ->r  -1 1'^  ) , 

sous  cette  condition  de  a  >  f),  et  quel  que  soit  |3,  l'expression  ci-après: 

I  [9'^"'- (- «r  (t)]  h^^"'+ (- 0^  3]  1  (I)  ./^ 

Pour  |3  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  pair  non  multiple 
(le  3,  la  valeur  de 

N  [■!.'''  m  =  .r-  -I-  j-  ■+-  z-  ~\-  i-  +  iir  -l-  y.iiv  -t-  iv'^) 
est  donc 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  a  =  i .  On  trouve  le  nombre 

N  [im   T^  X-  -{-  J-  -\-  Z-  +  /-  +  "211-  +   2Ml'  -H    2f*) 


égal  à 

c'est-à-dire  égal  à 

quand 
et  à 


3o2:(|)rf' 

m  =  6k  -\-  \ , 

=12(1)''' 


qua 


nd 


m  ^=^  l')k  —  I . 


Ainsi,  par  exemple, 

N  (2  =  o--  +  y  -h  z-  -\-  t-  -h  2ir  -h  y.uv  -\-  :>.v-)  =  3o, 
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ce  qui  s'accorde  avec  les  identités 

o.  =  o'-  +  o^  +  O"  +  O"  +  2  (±:  i)-  +  2.0.0  +  2.0% 

2  =  O-  +  O-  +  O-  +  O-  +   2.0-  +   2.0.0  +  2  (±  l)-, 

2  =  O^  +  O-  +  O^  -t-  0=  +  2  (±  0=  +  2  (±  l)  (^  1)  +  2  (q;  l)  =  , 

et 

2  =:  I^  +  I-  +  O^  +  o-  H-  2.0^  +  2   00+   2.0-. 

Cette  dernière  identité,  où  l'on  doit  affecter  du  double  signe  ±  les 
racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas  nuls  et  opérer  les  permutations  con- 
venables, fournit  vingt-quatre  représentations  de  l'entier  2  par  la  forme 

X-  -h  y-  -4-  Z-  -h  l'-  +  2«-  +  2«l'  -f-  21'-. 

Les  autres,  dans  la  troisième  desquelles  les  signes  supérieurs  et  inférieurs 
se  correspondent,  en  fournissent  six.  Or 

6  H-  24  =  3o. 

ï.  On  peut  désirer  une  expression  de 

N  (2"  3'^  m  =  X-  -\-  y-  +■  z-  +  /-  -h  2  ir  4-  -inv  -\-  2 1'-) 

qui  soit  absolument  générale,  c'est-à-dire  qui  reste  exacte  même  pour 
a  =  o.  Celle  que  nous  venons  de  conununiquer  (au  n"  5)  ne  jouit  pas 
de  cette  propriété.  Quand  on  y  fait  a  =  o,  elle  donne  ime  valeur  triple 
de  la  véritable.  Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  il  aurait  suffi  de  la 
diviser  par  le  facteur 

2-(-ir 

qui  est  égal  à  i  pour  a  >  o,  mais  égal  à  3  pour  a  =:  o.  Nous  avons 
pensé  qu'il  valait  mieux  distinguer  et  traiter  séparément  le  cas  des  en- 
tiers impairs  et  le  cas  des  entiers  pairs.  Ceux  qui  voudront,  au  con- 
traire, les  réunir  dans  une  même  formule  le  feront,  comme  on  voit, 
bien  facilement. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


SUR  LA  FORME 

2.r-  +  2xy  -h  ij-  -\-  3  (r--  +  t-  +  ir  +  v-]\ 


Par  m.  J.  LIOLVILLE. 


1.  On  demande  une  expression  simple  du  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  donné  n  (ou  2'  VS/i,  m  impair  et  premier  à  3)  par  la 
forme  à  six  variables 

2X-  +   2Xr  -+-  2J^  +   3  (s-  +  i-  +  II-  +  V-), 

c'est— à-dire  du  nombre 

N  \i"-?>^ m  =  1.x'-  4-  2xy  +  3  j-  +  3  (z-  +  i-  -1-  ir  +  '.■'-)] 
des  solutions  de  l'équation 

2'  3''  m  —  -ijc-  ■+-  ixy  +  ly-  +  3  (;.-  +  «-  4-  ir  -f-  t^^), 

où  X,  J,  z,  t,  II,  V  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs. 

Pour  répondre  à  cette  question,  on  démontre  d'abord  (ce  qui  est 
très-facile)  que  l'équation  proposée  est  impossible  quand  l'entier  donné 
est  de  la  forme 

'ig  +  i. 

En  d'autres  termes,  on  a  toujours 

N  [3g  +  I  =  2a-*  +  2.ÎJ  +  2. y-  4-  3  (s-  -I-  t-  +  n-  4-  v-)\  —  o. 

Le  cas  d'un  entier  multiple  de  3  est  aisé  aussi  à  traiter;  car  ou  prouve 
sans  peine  que  la  valeur  de 

N  [3/2  —  2x'-  -h  2.r>-  -f-  2 y-  -+-  3(:-  +  f-  +  li^  -+-  v'-)] 
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est  égale  à  celle  de 

N  {n  =  x--4- j-  +  z-  -h  t-  -h  211-  -f-  2m'  -+-  24'-), 

laquelle  a  été  donnée  dans  l'article  précédent. 

Reste  le  cas  plus  difficile  d'un  entier  donné  3g  ■+-  2,  c'est-à-dire 
^  —  I  (mod.  3).  Cependant,  je  parviens  alors  à  montrer  que  la  valeur 
de 

N  [3g-  +  2  =  2JC'  -h  2XJ  4-  2  >■-  4-  3  (z^  +  ^-  -4-  li-  +  v-)] 

est  précisément  égale  au  cinquième  de  celle  de 

N  (3g  +  2  =  .r-  +  J-  -+-  z-  H-  <-  +  2«-  -h  2m'  -+-  2V-), 

qui  a  été  donnée  aussi  dans  l'article  précédent.  Les  cas  divers  qui  peu- 
vent se  présenter  sont  ainsi  tous  résolus. 

2.  Passons  aux  formules  explicites,  en  distinguant  le  cas  d'un  entier 
impair  et  celui  d'un  entier  pair. 

On  trouve  d'abord,  en  supposant  /5  >  o,  la  valeur  de 

N  [3''/H  =  2x'-  ■+■  ixy  +  2  y-  H-  3(z-+  t'-  4-  li-  -\-  i'-)J 


égale  à 


[o^-œjsd)"-. 


le  signe  sommatoire  portant,  comme  dans  l'article  précédent  dont  nous 
conservons  toutes  les  notations,  sur  les  facteurs  conjugués  f/,  ô*  de 
l'entier  m  =  d^. 

Il  est  remarquable  que  ce  résultat  reste  exact  quand  on  fait  |3  =  o. 
En  d'autres  termes,  la  valeur  de 

N  [m  =  2j:  +  2XJ  -+■  2^  4-  3  (:■-  4-  ('  4-  ic  4-  v'  )] 
est  égale  à 
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savoir  :  ée;ale  à  zéro  quand  /n  :=  6A  -1-  r,  mais  égale  à 

quand  m  =  6k  —  i. 

5.   Pour  a  >  o,  et  quel  que  soit  |3,  la  valeur  de 

N  [2"3'^m  =  2X-+  2xj-i-  2f-+  3(z-+  t-  ■+-  «-'+  v-)] 


est 


I  [9''- (-0"  (?)][-'""'+ (-0".  3]  2  (j)^^^ 


Ainsi,  en  particulier,  sous  la  condition  de  a  >  o, 

N[2"77/  =  2X-  -+-  2Xr-h  2J^4-  3  (z^  +  t^  +  li^  +  f^)] 

s'exprime  par 

l[--(-)"(ï)][^'-+(-r.3]2(|)rf=, 

quantité  égale  à  zéro  quand 

(-■»"©='. 

c'est-à-dire  quand 

2"  m  =  3g  -\-  i, 
mais  égale  à 

§[2--+(-ir.3]2(|)rf%" 

quand 

2"to  =  3g^  -I-  2, 
vu  qu'alors 


4.  Nous   nous  contenterons  de  deux   exemples   tirés   des   entiers 
2  et  5. 

Nos  formules  indiquent  pour  eux  respectivement  six  et  quarante- 

Tonie  IX  (2'  série).  —  Maus  i86.'|.  |6 
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huit  représentations  par  la  forme 

1JC'  -h  axj  +  2j^  -+■  3  (z-  +  t-  -t  II-  -\-  V^). 

Or  l'équation 

2  =  2X-  +  -ixj  +  2  7'*  +  3  (:■-  4-  <-  +  lî^  +  l'^) 

a  effectivement  six  solutions  qu'on  obtient  en  prenant 

Z  :=  O,        ^  =  O,        M  =  O,        V  =:  O, 


avec 


ou  bien  avec 


OU  encore  avec 


ou  enfin  avec 


X  ^=  ±\,    j-  =  o, 

x  —  o,      J  —  ±.\, 
x  =  i,      J  =  -I, 


A  son  tour  l'équation 

5  =  2  j:-  +  1XJ  +  2J--  +  3  (z-  +  i-  +  u-  +  i'"  ) 

offre  quarante-huit  solutions.  Les  valeurs  Aa  x,  j  »  employer  sont 
les  mêmes  que  ci-dessus;  mais  il  ne  faut  cette  fois  égaler  à  zéro  que 
trois  des  indéterminées  z,  t,  u,  v,  la  quatrième  devant  être  égalée 
à  ±:i. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  la^ 


SUR  LA  FORME 

.r^  -+-  J""  4-  2z-  -4-  2Zt  -h  2t-  -h  3u^  +  3f^; 

Par   ai.   J.   LIOLITLLE. 


1 .  Étant  donné  un  entier  quelconque  n,  on  demande  une  expression 
simple  du  nombre  des  représentations  de  n  par  la  forme  à  six  variables 

X-  +  J'"  +  iz-  -h  2zt  -h  it-  -^  3u-  -+-  Zv', 
c'est-à-dire  du  nombre 

a  [n=:  X-  +  J*  +  22-  -h  IZt  H-  2^-+  B?^''  +  ^V^) 

des  solutions  de  l'équation 

n  =■  X-  +  j"  +  2s'-  +  IZt  4-  2<^  +  iir  +  3^-, 

où  .r,  jr^  c,  <,  î/,  i'  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs. 

La  réponse  à  cette  question  deviendra  facile  au  moyen  d'une  relation 
que  j'ai  obtenue  pour  rattacher  la  forme 

X-  -^  J'  +  22=  4-  -izl  -H  2<^  +  Zir  +  3^*, 
dont  nous  voulons  nous  occuper  ici,  aux  deux  formes 

X'^  +  f-  +  Z-  -^  t-  +  M-  -h  3v- 

et 

x=  +  3  {j-  ^z'-ht'-i-  u'  +  r'), 

auxquelles  j'ai  consacré  les  deux  premiers  articles  du  présent  cahier. 
Je  suis  parvenu,  en  effet,  à  démontrer  que  la  quantité 

4oN(«  =  X-  -h  J-  -^  2Z-  -+-  2Zt  -h  0.1^  H-  3w'  +  3t^), 

i6.. 
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égale  à  quarante  fois  le  nombre  que  nous  cherchons,  équivaut  à  la 
somme 

N  (3«  =  JC--  -h  j-  -+-  z-  -4-  /.-  +  ir  ■+-  3p^) 

+  39N[«  =  x-  +  3(j=  +  z^  +  i-  -h  u'^  -+-  V-)], 

dout  les  deux  termes  sont  connus  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les 

articles  cités. 

2.   Pour  arriver  à  des  résultats  explicites,   reprenons  les  notations 
introduites  au  lieu  indiqué,  et  posons  à  notre  ordinaire 

n  =  2*3'^ /«, 
m  désignant  un  entier  impair,  premier  à  3.  La  valeur  de 

N(2"3'^m  =  jc^  +  f  +  .--  +  <-  +  //-  +  3»^-) 

a  été  donnée  dans  l'article  qui  ouvre  ce  cahier,  où  elle  est  leprésentée 
abréviativement  par 

Nia"- 3'' m). 
La  valeur  de 

N  (3n  =  JT-  +  f-  +  z-  -^  t-  +  iC^  4-  3c'^), 

c'est-à-dire  de 

N(2"3''-^'/«), 

s'en  déduira  en  changeant  j3  en  p  -h  i .  Quant  à  la  valeur  de 

N[«  —  X-  +  3(j-  +  z'-  +  «-  -h  u-  +  v^)\ 
elle  est,  comme  on  l'a  vu,  égale  à  celle  de 

N(2''3^-^»2) 

quand  on  a  /5  >  o;  de  plus,  l'expression  analytique  ainsi  obtenue  dans 
riiypothèse  de  /3  =  o  jouit  de  la  propriété  singulière  de  rester  exacte 
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pour  f:>  =  o,  et  de  fournir  encore  la  valeur  de 

N  [  i"  m  =  X-  -l-3(j--  +  z-  +  i-  -+-  u^  -(-  i>-}\. 

Cela  érau!,  si  nous  distinguons  le  cas  d'un  entier  impair  et  le  cas 
d'un  entier  pair,  nous  serons  conduits  aux  conclusions  suivantes. 
En  commençant  par  un  entier  impair 

y  m, 
je  trouve  que 

N  ( 3*^/7/  =  x'-  -h  J"  -h  vtz^  -h  2Zt  -\-  7.t-  +  3ir  -t-  3('-l 

s'exprime  par 

le  signe  sommatoire  portant  comme  d'ordinaire  sur  les  diviseurs  con- 
jugués d,  0'  de  l'entier  m  =  dâ.  En  particulier,  la  valeur  de 

N  [m  =  .T-  -t-  j-  -+-  iz-  -f-  2Zt  -+-  it-  -\-  "iir  -t-  3p-"i 
est 

Par  exemple, 

N  (i  =  X-  -H  j-  -+-  17?  H-  2z/  +  it-  +  3/i-  -h  31»-;  =  4, 

chose  aisée  à  vérifier.  Vient  ensuite 

N  (3  =  a--  H-  y-  -h  as-  4-  izt  -h  2?-  -i-  3i(-  -+-  'iv'-). 

Or  l'équation 

3  =  x'^  -t-  )-^  +  2z-  +  2  2/  H-  2^-  +  "in-  4-  3i'- 

jouit  en  effet  de  vingt-huit  solutions,  dont  quatre  répondent  à  des 
valeurs  nulles  de  x,  )  ,  r,  t^  avec  une  des  indéterminées  u^  i',  égale  à 
zéro,  l'autre  égale  à  ±  i  ;  les  vingt-quatre  autres  répondent  à  m  ^  o, 
('  =  o,   une   des  indéterminées  x,  ;■  étant  nulle,  l'autre  égale  a  ±\ . 


ou  encore 


ou  en 


fin 
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et  z,  t  prenant  les  valeurs  suivantes  : 

z  =  ±  I,      <  =  o, 
ou  bien 

z  ^  o,     t  ^  ±\, 

z=  I,      t  =  —  \, 

z  =  —  I,       i  =  I  . 

Soit  maintenant  a  >  o.  Je  trouve  que 

N  [l'^'i^m  =  a?-  4-  j^  +  2Z-  +  2S<  4-  2^'  -{-  3tt-  -h  3v-) 
s'exjjrime  alors  par 

En  prenant  j3  =  o,  on  a  la  valeur  de 

'^{2" m  —  X-  -{-  j-  +  2Z^  4-  2Z«  4-  2i*  4-  3«*  -I-  3t'-), 


savon'  : 


[3  +  (-'^(i)][4"•"'-(-0^9]I:(l)^^ 


mais  toujours  sous  la  condition  de  «  >  o.  Soit  a  =^  i,  par  exemple,  en 
sorte  qu'on  demande  la  valeur  de 

N  {2.ni  =  jc-  -\-  y-  -h  2Z-  -h  2zt  -j-  2t-  -h  'iir  4-  3t'-). 
Elle  est  fournie  par  l'expression 


>-(?)]  S©''-. 


ce  qui  donne  en  particulier 

N  (2   =  J?°  -i-  y^  4-  2Z-  -I-  2Zt  4-  9.i-  4-  3tt-  4-   3<''- 


10: 
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or,  l'équation 

2  =  X-  -^-  J'  -V-  9.z^  -h  2zt  -{-  it"  -\-  '^li-  +  3  t'- 
offre effectivement  dix  solutions.  Dans  toutes,  on  a 

//  =  o,      t^  =  o; 

mais  dans  six  d'entre  elles  on  a  de  plus 

X  =  o,     y  =  o, 
avec 

z  =  ±  i,     (  =  0, 
ou  bien  avec 

z  =  o,      ^  =  ±  I, 
ou  encore  avec 

2  =  I ,     f  =  —  1 , 

ou  enfin  avec 

Z  —  —  1,      t—  i, 

tandis  que  dans  les  quatre  autres  on  fait 

2  ^  o,     t  =  o 
et  , 

.r  =  ±:  I ,      j"  =  ±:  f . 

3.  L'égalité  que  nous  avons  reconnue  entre  la  valeur  de 

4oN  {n  =  X-  +  ?"■  -+-  2Z-  -i-  izt  -\-  it^  ■+-  iu-  +  3f-  ; 

et  la  somme 

N(3/i  =  X-  +_)■-  +  z-  +  <--!-  u-  +  Si'-) 

+  39  N  [n  =  X-  H-  3(j--  +  z-  +  t'-  -\-  u-  +  t'-jj 

paraît  fort  remarquable;  mais  ce  n'est  pas  la  seule  qu'on   puisse  em- 
ployer pour  arriver  à  l'expression  générale  de 

N  («  =  ar^  +  y-  -\-  iz-  -\-  izt  +  7.1"^  -\-  3«-  -t-  \Sv-). 
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Ainsi  on  peut  démontrer  à  priori  que  !a  valeur  de 

4N(H  =  X-  -¥-)■-  +  'JC-  -+■  izt  +  it-  -\-  iii-  +  Si'-) 
équivaut  à  celle  de  la  somme  ci-après  : 

N(7^  =  x-  +  r^  +  z^  -I-  l-  -h  u-  +  Si»-) 
+  3N  [«  =  x-  +  3  [f-  +  s-  +  ^-  +  w^  +  i'^  )] . 

En  joignant  cette  équation  à  la  précédente,  on  déterminerait  à  la 
fois 

N(n  —  x'-  +J--  +  2z-  +  izt  -+-  it-  -+-  '5u-  -+-  3f-j 

et 

N  [n  =  a?-  +  3  (j^  -+-  z-  -+- 1'-  +  m-  +  p^  )] 

au  moyen  des  quantités  connues 

N(n),     N(3«), 
qui  toutes  deux  se  rapportent  à  la  forme 

x-  +  r'"  +  S"  -h.t'  -+-  'i'  -+-  3''' 
égalée  à  n  ou  à  'in.  La  valeur  de 

N  [ n  =  X-  -+-  3  {j-  -h  z-  -H  <-  -t-  «-  H-  f -  J 

a  été  déjà  donnée  ailleurs.  Ajoutons  celle  de 

N(«  =  x^  +J''  -f-  2 z"  -+-  2  z<  +  2  ^-  -h  '6u'  -+-  3p-;., 
savoir  : 

-i-[r3N(«)-N(3/0]. 
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SUR     UNE 

GÉNÉRALISATION  DE  LA  FORMULE  DE  TAYLOR; 
Par  m.  Édocard  ROCIIE. 


1.   La  formule  de  Taylor  peut  être  considérée  comme  un  cas  parti- 
culier de  la  formule  suivante,  que  je  vais  établir, 

'  f[a  + h)-f[a)-hf  ■[«)-...-— ^f'{a) 


(l)  I  o{a  +  h)  -  ^[a)  —  h^'  {a)  -.  .  .—  j-^-—^f[a) 

où  ti  et  q  sont  entiers   et  positifs,  et  Q  un  nombre  inconnu  compris 
entre  o  et  i. 

Désignons  par  S  le  premier  membre;  c'est  une  fonction  de  a,  h,  //, 
q  qu'il  faut  déterminer  par  la  condition 

^  o=f[a  +  h)-f{a)-hf\aj-...-.^^J''[a) 

j  _  s  [^y(«  + /O- ?(«)-/'?'(«) -••—■T^  ?'(«)]• 

Soit  la  fonction  auxiliaire 
F(^)=/(«+^)  -/(.r)  -  [a  +  h-x)f'  [t]  -...-  ^";^'~ff"  ^^^ 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  la  variable  x  est 

Tome  IX  (a'  série).  —  Avuil  i80^.  '7 
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F{x)  et  F'(x)  seront  des  fonctions  continues  entre  n  el  a  -h  h,  si  Ion 
admet  qu'il  en  soit  ainsi  des  fonctions 

Il  suit  de  là  que  ¥  [a-\-h)  =  o,  et  aussi  F  [a)  =  o,  en  vertu  de  la  con- 
dition (2).  Donc  F'  (x)  doit  s'annuler  au  moins  une  fois  entre  a  et 
a  -\-h,  c'est-à-dire  que  F'  (a  +  5  /i)  :=  o  pour  une  certaine  valeur  de  5 
comprise  entre  o  et  i .  De  là  résulte,  par  l'équation  (3), 

et  enfin 


Telle  est  l'expression  du  rapport  cherché,  ce  qui  démontre  la  for- 
mule (i). 

Le  raisonnement  serait  en  défaut  si  f"'*'*  (x)  et  ç'^'  [x]  s'annulaient 
pour  une  même  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  a  +  ^  :  car  alors  Fé- 
quation  (3)  montre  que,  dans  cet  intervalle,  la  dérivée  F'(x)  pour- 
rait être  nulle  sans  que  S  fût  déterminé,  c'est-à-dire  sans  qu'il  fût  né- 
cessaire de  donner  à  S  la  valeur  précédente.  Pour  éviter  cet  inconvé- 
nient, sans  ôter  à  la  fonction  f{x)  sa  généralité,  nous  assujettirons  la 
fonction  f{x)  à  la  condition  que  sa  dérivée  çi'"^'  [x)  ne  s'annule  pas 
Ae  ak  a  +  h.  Cette  convention  faite,  la  formule  (i)  sera  toujours  vraie, 
quand  même  y'"^'  {x)  viendrait  à  s'annuler. 

2.  La  formule  (i), lorsqu'on  suppose  nuls  à  la  fois  les  nombres  n  et  ^, 
se  réduit  au  théorème  de  Cauchy  sur  le  rapport  des  accroissements 
finis  de  deux  fonctions, 

^^'  ç(a  +  A) — <f[a)         (f'(a-|-8/i)  ' 

pourvu  qu'on  ait  soin  de  remplacer  par  l'unité  les  produits  i.2...«, 
\  .2...q.  A  l'inverse,  on  peut  de  ce  théorème  remonter  à  notre  formule 
générale.  Il  suffit  pour  cela  d'appliquer  l'équation  (4)  aux  deux  fonc- 
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lions  suivantes 

/(a+A)-y»-(«  +  /^-x)/'(x)-...-^-l±iz^/«(^), 

J   x)   c\   (f  (x)  satisfaisant   aux  diverses  conditions  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut.  On  retrouve  ainsi  immédiatement  la  formule  (i). 

3.  Voici  une  autre  marche  basée  sur  la  démonstration  de  la  formule 
de  Taylor  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties.  On  a 

f{a  +  h)-f{a)=Ç  f'(a  +  h-x)dx. 


Or  l'intégrale  indéfinie 


se  transforme  en 


Cf'{a-hh-x)dx 


.TcJ  '  {a  +  h  -  X)  +  ^^f{a  +  h  -  x)  +...+  y^—-^/"  {a  +  h  -  X) 
-i ' /  x"  / "+'  [a  +  h  —  x)  dx. 

\  .1.  .  .n  J         -^  ^  ' 

Prenons  les  intégrales  entre  les  limites  o  et  //,  ce  qui  suppose  la  conti- 
nuité des  diverses  fonctions  dans  cet  intervalle  ;  il  vient 


^ r    x"f''-^'{a-hh  —  x]d.r. 


I-e  dernier  terme  est  une  forme  particulière  du  reste  de  y  («  +  //)  dé- 
veloppé jusqu'au  terme  en  A",  et  l'on  peut  éciire 

(5)       f  {a  +  h)-  J\a)-  hj'  ^a)  -  ...-  -!f—J-{a\  =  \\„, 
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et 

(6)  R„  =  — ^   I     x"f"^'[a  +  h  —  x)dx. 

Soit  maintenant  ip  (,r)  une  fonction  arbitraire  de  x,  satisfaisant  aux 
mêmes  conditions  de  continuité,  et  de  plus  telle  que  9'"^'  (x)  ne  s'annule 
pas  de  rt  à  rt  Hh  ^.  On  a  identiquement 

(7)  R„  = ! r  '' ^"'^  C'/°  ^/'~^,^  •  .r^f  ^'  (a  +  ^  -  .r)  ^x. 

^  '  ''        "         1.2.  .  .n  Jg  <f''+'  (a  -+-  A  —  ;r)  ^         ^ 

Considérons  le  premier  facteur  de  l'intégrale.  Nous  le  ferons  sortir  hors 
du  signe,  en  lui  attribuant  une  valeur  moyenne  entre  les  diverses  va- 
leurs qu'il  prend  quand  x  varie  de  o  à  h.  Et  comme,  d'après  les  hypo- 
thèses, c'est  une  fonction  continue,  cette  valeur  moyenne  répond  à 
une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  h,  que  nous  appellerons  h  (1—6), 
Q  étant  lui-même  compris  entre  o  et  i.  On  a  donc 

Mais  si  l'on  développe  la  fonction  cp  par  les  formules  (5)  et  (G),  on  a, 
en  s'arrêtant  au  terme  en  h'', 


(p{a^h)-cp{a)-  hif'  [a)  -  -j^  /(a)  ---j-^  ?'(«) 


(9) 


= î x''o''**{a-Jt-h  —  x)dx. 

Éliminant  l'intégrale  entre  cette  équation  et  la  précédente, 

j  X  [?(a  +  /o  -?(«)-  ^?'(«)  -••-  77^  ?'(«)]• 

On  peut  considérer  cette  formule  comme  donnant  une  expression 
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générale  du  terme  complémentaire  de  la  série  de'faylor.  D'ailleurs,  si 
l'on  substitue  R„  dans  l'équation  (5),  on  retrouve  notre  formule(i). 

i.  Nous  avons  admis  que  la  fonction  ç*"*"'  (x)  ne  s'annulait  pas  de  a 
il  a  -h  h,  et  par  suite  que  ç""*^'  [a  -h  h  -~  x)  ne  changeait  pas  de  signe 
(\e  X  =:  o  il  jc  =  h  ;  alors  tous  les  éléments  a;'<p'"^'  {a  +  /i  —  x)  dx  de 
l'intégrale  (8)  sont  de  même  signe.  Cela  est  nécessaire  pour  que,  en 
multipliant  chacun  d'eux  par  le  facteur  constant 


(f«+'(a  +e/i)' 


on  soit  sûr  d'obtenir  un  résultat  équivalent  à  l'intégrale  (7).  Si  cette 
condition  n'était  pas  remplie,  rien  ne  prouve  que  le  facteur  qu'on  veut 
mettre  en  dehors  du  signe  de  l'intégration  aurait  une  valeur  intermé- 
diaire entre  la  valeur  minima  et  la  valeur  maxima  qu'il  acquiert  de 
X  z=  o  k  X  =^  h. 

5.  L'expression  (10)  de  R„  contient  les  formes  ordinaires  du  reste  de 
la  série  de  Taylor  et  peut  en  fournir  une  infinité  d'antres.  Car  en  pre- 
nant pourçi(a")  telle  fonction  qu'on  voudra  (satisfaisant  aux  conditions 
énoncées)  et  en  donnant  au  nombre  indéterminé  q  des  valeurs  parti- 
culières, on  aura  tout  autant  de  formes  du  terme  complémentaire. 

Comme  application,  prenons  d'abord 

<d[x)  =  [x—  a)P^\ 

p  -H  I  désignant  un  nombre  positif;  on  aura 

(^''[x)=  [p  -hl)p..  .[p-q-^2){x-  a)P-i^'; 

d'où  il  résulte 

f{a-hh)  =  /iP-^'     et     ç?(a)  =  o, 

tant  que  q  reste  au-dessous  du  nombre  positif  ^ -h  i.  De  là 
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Les  deux  nombres  petq  sont  ici  indéterminés,  mais  q  doit  être  entier 
et  inférieur  à  p  +  i . 

Faisons  ^  =  o  dans  la  formule  (lo),  et  en  même  temps 

y(x)=/''(x),     9'(j:)=/'-'(-^)- 

Cela  est  permis,  d'après  une  remarque  précédente,  pourvu  que^  ""^'  (jc) 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  n  et  a -+-  h.  Par 
la  substitution,  /"*'  {n  -h  ù h)  disparaît,  et  l'on  a 

de  sorte  que  le  reste  est  alors  moindre  en  valeur  absolue  que 

-Jl-[f"(a  +  h)-/"{a)]. 

6.   Enfin  l'expression  générale  (lo)  se  réduit,  quand  on  y  suppose 
nul  le  nombre  indéterminé  q,  à 

(•3)  ^"-        /(«  +  «/.)  ..2..    «    -^^         l^+^'O, 

c'est  la  formule  de  M.  Schlomilch.  Si  l'on  y  détermine  la  fonction  ar- 
bitraire par  la  condition 

cp{x)  =  {a  +  h  —  Jc)P-^', 
p  -h  i  étant  un  nombre  quelconque  positif,  on  trouve 

(i4)  ''"^'^'-^^"''f-^ia  +  ôh). 

■    ^'  I  .2.  .  .n{p-\-  !)•'  ^  ' 

Cette  expression  du  reste,  que  j'ai  donnée  dans  ce  journal  (cahier  de 
juillet  i858,  p.  271),  contient  comme  cas  particuliers  les  deux  formes 
usuelles.  La  forme  de  Lagrange  s'obtient  en  y  faisant  /?  =  «,  et  pour 
p  :=  o  on  retrouve  celle  de  Cauchy. 
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NOUVEAU  THÉORÈME 

COSCERNAM 

LE  QUADRUPLE  D'UN  NOMBRE  PREMIER  DE  LUNE  OU  DE  L'AUTRE 
DES  DEUX  FORMES  ao/.  +  3,  20/, +7; 

Par  m.  J.  LIOLYILLE. 


Voici  au  sujet  du  quadruple  d'un   nombre  preinier  m,  de  I  une  ou 
de  l'autre  des  deux  formes 


20k  4-  3,     2()A' 


/' 


un  théorème  nouveau  que  l'on  pourra  joindre  à  ceux  que  nous  avons 
donnés  dans  le  cahier  de  mars  i863. 

Théorème.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  m  de  l'une  ou  de  l'antre 
»  des  deux  formes  aoA:  +  3,  20A+  7,  on  peut  jioser  au  moins  luu- 
»   fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équation 

»  .r,   y  étant  des  entiers  impairs  (positifs)  et  p  un  nombre  premier  qui 
«  ne  divise  pas  j".  » 

On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  ai!  nombre  premier^,  nous 
ne  lui  imposons  à  priori  aucune  condition;  mais,  d'après  l'équatif)!! 
même  que  je  viens  d'écrire,  il  doit  èlre  à  la  fois  ^  7  (mod.  8)  et  non 
résidu  quadratique  de  5.  Il  ne  pouira  donc  appartenir  qu'à  l'une  des 
deux  formes  ^o^  4-  7,  '\o^  -+-  ii. 

Les  plus  petits  nombres  premiers  fournis  par  les  deux  expressions 

ink  -+-  '),      20  A  +  7 
sont 

3,   7,   23,   43,   47. 

Voyons  comment  noire  théorème  se  vérifie  pour  eus. 
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Soit  d'abord  m  =  3,  d'où  4'"  ^  12.  On  a  l'équation  canonique 

la  =  5. 1-  -(-  7.1^. 

Pour  m  =  7,  c'est-à-dire  pour  4'"  =  28,  on  en  a  une  également  : 

28  =  5.1-  -H  23. 1'-. 

Même  résultat  pour  m  =  23,  d'où  ^m  =^  92.  L'équation  canonique 
qu'on  obtient  alors  est 

92  =  5.3-  -+-  47.  i'- 

Pour  m  =  43,  d'où  l^m  =  1 72,  on  a  trois  équations  canoniques  : 

172  =  5.1-  H-  167.1% 
1^2  =  5.3-+  127.  i-, 
172  =  5.5°  4-    47-1"- 

Mais  pour  m  =  47»  d'où  4'"  =  >88,  on  n'en  a  plus  qu'une  : 

188  =  5.5^+7.3=. 

Le  nombre  des  équations  canoniques  étant  toujours  impair,  notre 
théorème  est  vérifié. 
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THÉORÈMES 

CONCEr.SAM 

L'OCTUPLE  D'UN  NOMBRE  PREMIER  DE  L'UNE  OU  DE  L'AUTRE 
DES  DEUX  FORMES  20/, -i- 3,  207,-4-7; 

Par    m.    J.    LI0U\1LLE. 


I.  Dans  l'article  précédent,  comme  déjà  dans  un  article  inséré  au 
cahier  de  mars  i863,  nous  nous  sommes  occupés  du  quadruple  des 
nombres  premiers  m  qui  appartiennent  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 

formes  linéaires 

20  A"  -t-  3,     -lok  ■+-  7 

et  dont  la  propriété  commune  est  d'être  ^3  (mod.  [\)  et  non  résidus 
quadratiques  de  5.  Il  s'agira  ici  de  leur  octuple  8/«. 

Théorf:me  I.  —  «  Pour  tout  nombre  premier  m,  de  l'une  ou  de 
)i  l'autre  des  deux  formes  aoA' -f- 3,  90/1-1-7,  on  peut  poser  au 
•>   moins  une  fois  (et  toujours  un  nombre  impair  de  fois)  l'équation 

8m  =  5x=  -h/j''-^' j-, 

»  X  e\.  j  étant  des  entiers  impairs  positifs,  et  p  un  nombre  premier 
»   qui  ne  divise  pas  j.  » 

En  d'autres  termes,  si  de  l'octiiple  8/«  d'un  nombre  premier  m 
provenant  de  l'une  des  deux  expressions  20A -l- 3  ou  20^-1-7,  on 
retranche,  tant  que  faire  se  peut,  les  termes  de  la  suite 

5.1-,  5.3^,   5.5-,  5.7^,  5.9-,  etc., 
savoir, 

5,      45,      125,    2/|5,   4o5,  etc., 

il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 

Tome  IX  (j'  série).  —  Avril  i8G.'|.  ^O 
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forme 

p  désignant  un  nombre  premier  non  divisenr  de  j". 

On  admet  pour  /  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  y?,  nous 
ne  lui  imposons  aucune  condition;  mais  comme  jc  et  j'  sont  impairs, 
l'équation 

entrainera  nécessairement  la  congriience 

^^3  (mod.  8). 

D'un  autre  côté,  m  étant  non  résidu  quadratique  de  5,  8 m  est  résidu, 
et  par  suite  p  aussi  sera  résidu.  Le  nombre  premier  p  ne  peut  donc 
être  que  de  l'une  des  deux  formes 

4og  +  ii,    4og+i9. 

2.   Les  plus  petits  nombres  premiers  fournis  par  les  expressions 

2oA"  -I-  3,     aofc  4-  7 
sont 

3,  7,  23,  43,  47,  etc. 

Voyons  comment  notre  théorème  se  véri6e  pour  eux. 

Soit  d'abord  m  =  3,  d'où  S  m  :=  24.  On  a  l'équation  canonique 

a4  ^  5.1"  4-  19-1^- 

Pour  m  =  7,  on  n'a  également  qu'une  seule  équation  canonique 

56  =  5.3=4-1  l.l^ 

car  le  reste  5i,  obtenu  en  retranchant  5  de  56,  est  le  produit  de  3  par 
17  et  n'a  pas  la  forme  voulue. 
Mais  pour  m  =  ^3,  c'est-à-dire  pour  S/n  =  184,  il  y  a  trois  équa- 
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tions  caiior)iques,  savoir 

184  =  5.1'  +  '79-'% 
184  =  5.3"+  l39.l^ 

184  =  5.5-+  59.  ^^ 

Pour  m  =  4^  (d'où  8/n=  344 \  o"  "e  trouve  plus  qu'une  équation 
canonique  : 

344  =  5.7=  +  II.3^ 
Les  restes 

3^9,  299,   219, 

que  l'on  obtient  en  retranchant  de  344  les  entiers  5,  45,    laS   sont 
égaux  respectivement  à 

3.1 i3,    i3.23,  3.73; 

ils  n'ont  donc  pas  la  forme  demandée. 

Enfin,  pour  /ra  ^  47  (d'où  8111  ^  376),  on  retrouve  trois  équations 
canoniques.  L'équation 

376  =5.1- +  371  =5.1= +  7.53 

n'est  pas  de  ce  genre.  Mais  on  a  celles-ci  : 

376  =  5. 3^  +  33i.i\ 

376  =  5.5-  +  23  1  .  K. 

376  =:  5.7-  +  l3l  .  1  =  , 

OÙ 

33i,   25i,    i3r 

sont  des  nombres  premiers.  On  voit  donc  que  partout  notre  théorème 
est  vérifié. 

5.  L'analyse  qui  m'a  conduit  à  ce  premier  théorème  en  donne  un 
second  tout  aussi  simple 

18.. 
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Théorème  II.  —  »  Pour  tout  nombre  premier  in  de  l'une  ou  de 
»  l'autre  des  deux  formes  lok  +  3,  20^  +  7,  on  peut  poser  au  moins 
»   une  fois  (et  toujoins  ini  nombre  impair  de  fois)  l'équation 

%in  =  X-  -h  5.//'-*-'  r% 

t>  jc  el  j'  étant  des  entiers  impairs  el  p  un  nombre  premier  qui  ne 
»   divise  pas  J^  » 

On  admet  pour  Z  la  valeur  zéro.  Quant  au  nombre  premier  p,  nous 
ne  lui  imposons  aucune  condition.  Mais  puisque  jc  et  j-  sont  impairs, 
l'équation 

8/w  =  a?-  +  5./'-^'j- 

entraînera  nécessairement  la  coiigruence 

5p^  —  1      (mod.  8) 
d'où 

p^Z     (mod.  8). 

Ainsi  p  ne  peut  être  que  de  la  forme  Spi  +  3. 

Nous  avons  compris  dans  un  énoncé  commun  les  nombres  premiers 
m  des  deux  formes  aoA-f-  3,  20A-1-  7;  mais  pour  faciliter  les  vérifi- 
cations numériques  qu'on  voudra  entreprendre  au  sujet  du  théo- 
rème II,  il  est  bon  de  considérer  séparément  le  cas  de 

/K  =  20A -1-  3 
et  celui  de 

m  :=  10  k  -\-  'J. 

C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

4.  Soit  d'abord 

m  =  20A •+  3. 
On  aura  alors 

8w^  —  I     (mod.  5). 
Pour  que 

8/72  —  x^ 
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soit  divisible  par  5,  il  faudra  donc  que  l'entier  impair  et  positif  .r  soit 

de  la  forme 

10/  -h  3 

ou  de  la  forme 

10/  -t-  7. 

Les  valeurs  dex  convenables  ne  peuvent  donc  être  fournies  que  par  la 

suite 

3,    7,    i3,    17,   23,   etc. 

Les  carrés  JC'  sont  dés  lors  fournis  par  celle-ci  : 
9,  49,    169,   289,   529,   etc. 

Quand  il  s'agit  d'im  nombre  premier  m  de  la  forme  10k  -h  3,  notre 
théorème  II  consiste  donc  en  ce  que  si  du  produit  8 m  on  retranche, 
tant  que  faire  se  peut,  les  termes  de  la  suite 

9,   49)    169,   289,   529,  etc. 

on  trouvera  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme 

p  désignant  un  nombre  premier  (8fji+  3)  qui  ne  divise  pas  j".' 

Par  cet  énoncé,  on  abrège  la  recherche  des  équations  canoniques 
|)ropres  à  chaque  valeur  donnée  de  m. 

Pour  m  =  3  (d'où  Sm  =  24),  ou  a  immédiatement  l'équation  cano- 
nique 

24  =  3-  H-  5.3. 1^. 

Pour  m  =  23  (c'est-à-dire  pour  8in  =  184),  on  a  trois  restes  à  exa- 
miner, savoir 

lyS,    i35,    i5. 

Le  dernier  conduit  à  l'équation  canonique 

184=  i3-  +  5.3.1  =  . 
Les  deux  autres  doivent  être  rejetés;  car,  divisés  par  5,  ils  donnent 
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respectivement  le  quotient  35  =  5.7,  qui  n'a  pas  la  forme  voulue 
p*''^*j",  et  le  quotient  2-  =  3'  qui  ne  l'a  pas  davantage,  l'exposant  3 
n'étant  pas  de  la  forme  4^  +  '  • 

Pour  m  =  43  (d'où  8/M  =  344)5  notre  théorème  est  également  vé- 
rifié. Ue  nombre  des  équations  canoniques  s'élève  alors  à  trois.  Les 
voici  : 

344=  3^  +  5.67  .^ 

344=  7^  +  5.59.1=, 

344=  17'-+- 5. U.K. 
o.   Passons  aux  nombres  premiers  m  de  la  forme 

aoA  -4-  7. 
Pour  qu'avec  un  tel  nombre,  la  différence 

8/n  — x= 

soit  divisible  par  5,  il  faut  que  l'entier  impair  et  positil  x  soit  de  la 
forme 

10/+  I 

ou  de  la  forme 

10/  +  9. 

Les  valeurs  de  x  convenables  ne  peuvent  donc  être  fournies  que  par 
la  suite 

ij  9'    "'    19'  21,  etc. 

Les  carrés  x-  sont  dès  lors  fournis  par  celle-ci  : 

I,  81,    121,   36i,  44')  etc. 

Quand  i\  s'agit  dun  nombre  premier  m  de  la  forme  20k -+-  7,  notre 
théorème  II  consiste  donc  en  ce  que  si  du  produit  Sm  on  retranche, 
tant  que  faire  se  peut,  les  termes  de  la  suite 

I,  81,    121,  36 I,  44 i>  etc.. 
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il  y  aura  un  nombre  impair  de  restes  susceptibles  d'être  mis  sous  la 
forme 

p  désignant  un  nombre  premier  (B/jt,-f-  3)  cpii  ne  divise  pas  j. 

Avec  cet  énoncé,  on  trouve  aisément  les  équations  canonicpies 
propres  aux  diverses  valeurs  de  ni. 

Poin-  m  =  7  (d'où  8/«=  56),  ou  a  immédiatement  l'équation  cano- 
nique 

5G  ^  i'-  -t-  5. 1 1 . 1  -. 

Notre  théorème  est  donc  vérifié. 

Il  l'est  également  pour  /7i  =  47  (c'est-à-dire  pour  8/«=  376).  On 
trouve  alors  trois  équations  canoniques.  Des  quatre  restes  obtenus  en 
retranchant  de  376  les  entiers 

I,   81,    121,   36 1, 

le  troisième  seul  doit  être  rejeté;  il  est  égal  à  ^55  =  5.5i  et  5i  (pro- 
duit de  17  par  3)  n'est  pas  de  la  forme 

Les  trois  autres  restes  conduisent  aux  équations  canoniques  ci-après  : 

376=  r-f-5.  3.5-, 
376=  9-  -t-  5.59. 1-, 
376  =19-4-  5.   3. 1-. 

Enfin,  soit  m  =  67,  d'où  8/«  =  536.  Les  nombres  à  retrancher 
de  536  sont 

I,   81,   121,   36 1,  /|4i. 

liCS  restes  sont  respectivement 

535,  445,  4 '5,   I 75,  95. 
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En  les  divisant  par  5,  on  obtient  les  quotients 

107,  91,  83,  35,    ig, 

dont  deux  n'ont  pas  la  forme  voulue,  puisque  l'on  a 

91  =  7. t3 


et 


35  =  7.5. 


Mais  les  autres  donnent  lieu,  conformément  à  notre  théorème,  à  un 
nombre  impair  d'équations  canoniques  : 

536  =  I-  -+-  5.107.  '"' 
536=  II- +  5.  83.1% 
536  =  21^-1-5.    19. 1  ■. 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  calculs. 
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SI  R 

LES  THÉORÈMES  DE  M.  KRONECRER 

RELATIFS  AVX  FORMES  QUADRATIQUES; 
Par  m.  HER^HTE. 


;  Kxti'ail  lies  Coni/iin  icndus  de  l'Aendcmie  des  Sciences,  séance  du  ;  jiiiUiM  iSdi.  ) 


La  théorie  des  fonctions  elliptiques  présente  deux  points  principaux 
ou  elle  vient  se  lier  à  l'arithmétique,  et  spécialement  à  la  théorie  des 
formes  quadratiques  à  deux  indéterminées  de  déterminant  négatif. 
L'iui  s'offre  lorsqu'on  développe  en  séries  simples  de  sinus  et  de  cosinus 
des  quotients  de  fonctions  0,  et  ne  suppose  que  les  considérations  les 
plus  élémentaires  de  la  théorie;  l'autre  tient  à  l'étude  beaucoup  plus 
profonde  et  difficile  de  ces  équations  algébriques  à  coefficients  entiers 
dont  dépendent  les  modules  qui  donnent  lieu  à  la  multiplication  com- 
plexe. Si  différents  et  éloignés  que  soient  ces  deux  points  de  vue,  ils 
présentent  néanmoins  un  ensemble  de  résultats  communs:  nous  vou- 
lons parler  des  déterminations  nouvelles  du  nombre  des  classes  de 
même  déterminant,  découvertes  par  M.  Kronecker,  et  qui  à  bien  juste 
titre  ont  attiré  l'attention  des  géomètres.  Dans  une  Lettre  communi- 
quée par  M.  Liouville  à  l'Académie  l'année  dernière,  j'ai  rapidement 
indiqué  de  quelle  manière  ces  résultats  pouvaient  s'établir  par  la 
considération  élémentaire  du  développement  en  série  de  sinus  el  de 
cosinus.  C'est  sur  cette  méthode  que  je  me  propose  de  reveriir  pour 
en  faire  une  étude  plus  complète,  en  mieux  fixer  le  caractère  et  les 
limites,  et  surtout  approfondir  la  nature  des  nouveaux  éléments  arilh- 
niétiques  qu'elle  met  en  jeu  et  qui  lui  semblent  propres.  Elle  repose 
essentiellement  sur  l'emploi  des  expressions  en  séries  de  deux  s\  sternes 
différents  de  fonctions  qu'il  est  nécessaire  de  donner  avant  d'en  ex- 
po.ser  le  principe. 

1.  Le  premier  de  ces  systèmes  est,  à  quelques  exceptions  près,  l'en- 
semble des  fonctions  doublement  périodiques  considérées  par  Jacobi 
dans  le  §  Sg  des  Fundamenla.  En  écrivant,   pour  abréger,  0.  (-),.  IL 

Tomp  IX  (;' strie).  —  Avnii   iSG,.  M) 
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au  lieu  de  0(o),  0,  (o),  H,  (o),  de  sorte  qu'on  ait  : 

g   =   4/i£5   =i_2fy+29*-27*'-H27'«-2î"+..., 

/2K 

/a  X-  K  4  -  4  — r  4  — 7T  4  ^7. 

ri  =  V/— ;p-  =2V7  +  2\(/-'  +  2\7-^  +  2S7  "  +•■•, 
je  les  présenterai  groupées  de  la  manière  suivante  : 

0  I  —  ij  I  — q'  I  —  q^ 

'H        sin  jc  '  —  7  '  —  "7  '  —  1 

m  û     Hi  ^S,lqCOSX  ^\/q^C0s3r  4  \'''7^  <^0S  5  J: 

&,  1  —  q  i  —  q'  I  —  7* 

,  „    ©1  I  4  7  cos  .r        4'7'cos3x        4'?'cos5.ï; 

'H,         cosj:  '—7  '  —  9  ' — 1 


6. 


»,  -H         4  V^  *i" -^        4v'7'sin3x        ^  sfq'' sin  S  x 

it.  YlS  —  =  —  -. —  H ; 

'0,  l-hq  l-hq'  l-hq' 

,0,  I  4''/ sinx        ^q^iinSx        ^q^'sinSx 


V'^TT 


H        sin  X  1  +  9  14-7'  I  +  <?* 


„  .0  I  /Iqcosx        47'''os3x         /[q^COsSx 

o.  1(1  &  -p  = 1 ;— ^ 

H,         cosx  i-l-'Z  I -h?  i-i-q' 


a  flfl    ®'  47COS2X         4?'  cos4^    ,    4£cos6x 

. -.  ^^    @  Ancos2x        4'7'cos4x         4<7^  cos  6.'- 

ûû    ^'  4v^S'"^-''         4*?' ^^"4-^         ^q^sinGa: 

'h  l  +  q-  I  4-  <7'  1  +  9' 
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•  n       /■  ^     H  4'7'sin2.r         io' fÀn  ix        Aq' i\n6x 

12.     00,  —  =  taugjc—  ^'   ,     ,     +        ,    7 ■  '        ,    •••; 

H,  "  1  +  7^  1+7'  1  +  7 


1.     ,.,  0,  H,  Af/s\n2x         Aq-i\nlx        4^' sin  6x 

l.ï.    6-  — —  =  COt.r  —  ^-^ -î-i— — T ; — : •••, 

©H  1  +  7  T  +7^  1+7' 

14.  5=  — zj-  =  tang  x  —  — h ? ,    , 1-  •  •  •  ; 

0,H,  "  1+7  1+7"  1+7' 


.^      ,,  0H,  47sin7,j;         47' siri  4-^         An^  i\n  6x 

16.    6'^^  =  tangx+47ii:L±f  +  4^!li^4-i^:^  + 
'  0H,  ^  1  —  7  1+7'  I  —  q' 


18. 


o  HH,         87sin?.r         87'sin(),r         S'/^sin  ioj^ 

"'  "  =   ; 1-  ; 1 -, 1-  .  .  .  , 

00,  I  —  7'  1  —  7"  1  —  7'" 

00,  I  87=sin2x       87Sin6.r        87"sinio.r 


v; 


HH,         sinxcosx  l  —  7'  1  — 7'  i  —  7" 


Je  joindrai  en  outre  à  ces  formules  celles  qui  concernent  la  fonction 
seconde  espèce,  savoir  : 


19. 


-,  0'  ^qs\nix        47^S'"4'^        47'si"^'' 

'0  i  —  7=  I  —  7'  I  —  7' 


00  ;^"'^rolr    I    47^sin?.x   ^    47'sin4.r   ^    47^sinGx 

"    ■  'H  '  '  —  7'  I  —  7'  ■-  —  7° 
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^o  0,        47**"^^        47'*'"4-^        47^^^"^-^ 

1^  -    777"   — — |— — )—    

'0,         1—7'  '  —  7'  '-  —  7' 


00  g.!ll=,,in"a:+i2^^^^^  +  ^^^^-^^  +  ^^^^^^  +  .... 

"""'  'H,        "     »  1—7'  1—7'  » — 7'" 

Le  second  système  comprend  le  développement  en  série  de  quo- 
tients dont  le  dénominateur  est  l'une  des  fonctions  0,  le  numérateur 
le  produit  de  deux  autres  et  qui  par  suite  ne  représentent  plus  de 
fonctions  doublement  périodiques.  En  supposant  différents  l'un  de 
l'autre  les  facteurs  du  numérateur  et  posant,  pour  abréger, 

I  r)  f  2  n  —  1  )' 

3l«  =  f/~  1  +  7~  5  +  •  ■  •  +  7~  ■     4     , 
S„    =  I  -^arj-*  +27-^-...+  27-'"-"', 

C„  =  1  -27-'  +  +  a7-'-...  +  2(-7r'""''% 

19.. 
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on  a  ce  premier  groupe  de  fonctions,  savoir  : 
HH, 


1.  ri--^—'^^s\niTia:q"'^„, 

2.  v5Î^=24si'i2n^(-i)""'7"'X, 


3.     v,^  =  J-+y4sin(a«  +  i):r7     ^     X„ 

n  =  I 

(an  +  i)' 

-l-^* /icos  fa /?.-+- IL»' f— iV'( 

H 1         cos  i' 


0,H 


3.    ô,  -^=  tangjT  +5!,2sin2nx(—  i)"~'o"'liî„, 

n=  I 

6.  0)  -^=  cota;  +  ygsina/zxf/"'!?,,, 

n=:  I 

(  7  n  -n  )•- 

7.  ô,-^=^2sin(2n  +  i).r7      '*     Î3„+,, 

n  =  o 

(an-Hi)' 

8.  9.^=2^^°^(^"+=)-^(-'^"'/     '      ^'-" 


©H 


9.     ô -— =  tangx  —  V  2sin2«,T(7"'C„, 

n  =  I 

10.  5^=cotJ  -+-22sin27ix{— i)"f/''C„, 

n  =  l 

11.  ô^=22*^''H2"+')-^'7      '     <C«-HM 

n  =0 

(2n  +  i)' 

12.        5^=2^COs(2«+l)x(-!)"(/        *        €„,,. 

n  =0 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  les  deux  facteurs  du  numérateur  soient 
égaux,  on  a  un  second  groupe  de  douze  fonctions  où  figurent  les  ex- 
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pressions  suivantes.  Posons 


Z  =  4  CCS  2X(]  \ri 

—  f^cofi^xq''\q    ^  —  7^ 

f    _i         _'2         _i£ 
-h  4cos6 X rj^  \(i    ^  —  (j     ''  +  (j     ' 


U  =  -! 4siii3.r7U7    0 


4sin 


5xq^  Yi    ^  —cf    ^  ) 


En  désignant  par  Z,  et  U,  ce  que  deviennent  Z  et  LT  lorsqu'on  met 

X,  au  lieu  de  x,  on  aura 

3 

13.  >j5,^  =  Ae-5Z,  17.        ';5|^=       Bfc»,  +  5.Z„ 

14.  y,ô,  ^'==AH  +  9U,  18.         y;9?I=_BH+ 5,U, 

£1  H 

15.  .^^,|1  =  A0,-5Z,,  19.         >55^=       Be^5,Z, 

16.  ïjô,  |^=  AH,+  5U,,  20.         /,9^  =  _BH,+  5,L,. 

£l|  U, 

21.  55,^=        Ce  +  /;Z, 

22.  55/4^  =  -CH4-/;U, 

23.     so,^=    œ,  +  a„ 

2i.        59,J1:=_CH, -t-vjU,. 
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Les  quantités  A,  B,  C  sont  des  constantes,  savoir  : 

I 

—  n 

A  =        Z(o)  =4_^a„ry''    , 

11  —  3  i_ 

B=  -Z.(o)  =  4  2(-')    '    ^«7^"' 

m 

C=       U,(o    =x  +  l^J^{-^U,„q"'. 

Dans  ces  formules  m  est  pair  et  he^  3  mod.  4,  les  coefficients  rt„,  c„ 
désignant  les  fondions  numériques  définies  par  ces  égalités  : 

d  —  t 


d- 


.)      ' 


OÙ  d  représente  tous  les  diviseurs  impairs  de  n  et  de  m  inférieurs  à 
leurs  conjugués  et  d'  les  diviseurs  impairs  de  m  plus  grands  que  leurs 
conjugués.  On  a  d'ailleurs,  en  faisant  x  =  o  dans  les  équations  lo, 
IG,  20,  ces  relations  dont  nous  ferons  usage  plus  tard  : 

|eî=  A-/;  +  C(5, 
W=  Byj  +  Ci,. 

Voici  maintenant  de  quelle  manière  les  deux  systèmes  de  fonctions 
conduisent  à  la  considération  des  formes  quadratiques  à  deux  indéter- 
minées de  déterminant  négatif. 

II.  Ayant,  à  cet  effet,  distingué  quatre  espèces  de  développements 
en  série,  suivant  qu'ils  se  composent  de  termes  en  sin(2/j +  i) jt, 
cos(2«  +  i)x,  sin2«.r,  cosanx,  nous  multiplierons  entre  elles  toutes 
les  fonctions  du  premier  et  du  second  système  qui  appartiennent  à  la 
même  espèce,  de  manière  que  les  produits  obtenus  ne  comprennent 
que  des  termes  en  coss/ix.  En  intégrant  ces  produits  entre  les  limites 

zéro  et  -  on  donnera  naissance  à  autant  d'expressions  fonctions  de  la 
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seule  (jiiaiititité  ^,  où  le  toefficieiit  iriiii  terme  quelconque  q^  on  q^ 
dépendra  d'une  certaine  manière  du  nombre  des  classes  quadratiques 
de  déterminant  —A.  Tel  est  donc  le  procédé  analytique  très-simple 
qui,  en  établissant  un  lien  entre  les  formes  quadratiques  de  détermi- 
nant négatif  et  les  transcendantes  elliptiques,  conduit  à  l'ensemble 
de  résultats  que  nous  allons  passer  en  revue.  Ces  résultats  d'ailleurs  se 
classent  naturellement  d'après  les  intégrales  définies  de  fonctions  0, 
d'où  ils  sont  tirés.  Ainsi,  en  premier  lieu,  s'offrent  les  combinaisons 
obtenues  en  multipliant  respectivement  les  équations  lo,  IS,  I,  2, 
H  du  premier  système  avec  les  équations  5,  1,  5,  7,  o  du  second, 
et  où  l'intégration  s'effectue  d'elle-même,  savoir  : 


(lo,  5) 
(18,   I) 

(M,  5) 


0] 

1    edr  = 

is;. 

■n' 

("  Q,dr  = 

Jo 
■H 

--.'■■ 

O^rr 

Jo 

--5   r- 

~   2      '  ^    ' 

■cy. 

£e„,.= 

-\r.'A, 

Celles-ci  seront  étudiées  ensuite,  savoir 


(S,     7) 
et 

(B)     )(12,   1) 

(16,  2) 


«/o 


dx  =  -A6, 
1 
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1(17,   ri)  rr;^o,^ci^  =  lA-,. 

I  Jo 

(15,  :i)  rr,2e,^dr  =  lC5, 

Jo 


(suite) 


(6,     7)  r'-ée,^Hx  =  lCc. 

Jo 


■}. 


Elles  sont,  comme  on  voit,  essentiellement  distinctes,  et  toutes  les 
autres  de  forme  analytique  semblable  qu'on  pourrait  obtenir  repro- 
duiraient, en  changeant  suivant  les  cas  le  signe  de  q,  les  mêmes  fonc- 
tions. 

in.  Legendre,  comme  on  sait,  aie  premier  découvert  par  induc- 
tion que  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  carrés 
dépendait  d'une  manière  simple  du  nombre  des  classes  quadratiques 
ayant  pour  déterminant  ce  même  entier  changé  de  signe,  et  Gauss  a 
démontré  ensuite  ce  résultat  important  dans  ses  Rechercha  arithmé- 
tiijues.  M.  Rronecker  a  remarqué  qu'on  y  est  également  amené  par 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  la  méthode  du  savant  géo- 
mètre suppose,  à  son  point  de  départ,  et  d'une  manière  essentielle, 
autant  que  j'en  puis  juger,  la  notion  arithmétique  de  classe,  qu'il  n'est 
pas  nécessaire  d'employer  dans  la  voie  que  j'ai  suivie.  Si  l'on  ne  dis- 
tingue pas  les  représentations  propres  et  impropres,  il  sufhra,  on  effet, 
de  la  détinition  seule  du  système  des  formes  réduites  pour  un  déter- 
minant donné;  de  sorte  que  ce  théorème,  dans  l'enchaînement  na- 
turel des  propositions  de  l'arithmétique,  pourra  être  placé  dès  le  com- 
mencement et  à  côté  des  résultats  qu'a  obtenus  Jacobi  sur  la 
décomposition  en  quatre  carrés.  Pour  justifier  cette  observation,  je 
présenterai  en  détail  ce  qui  concerne  la  forination  du  cube  de  la 
fonction 

$,  =  r  +2'/-i-ary*-f-2ry''-!-2(y'°-!-..., 

afui   aussi  de  pouvoir   me  borner,  à  l'égard  des  autres  quantités  r,^. 
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0,r}-,...,  contenues  dans  les  formules  (A),  à  donner  seulement  les  ré- 
sultats. 

Considérons,  à  cet  effet,  les  séries  lli  et  5  du  premier  et  du  second 
systenu-,  dont  il  faut  effectuer  le  produit,  savoir  : 

Ô,  — ïï  =  cot.r  +  ^^ ^-^ ^  + ï ... 

^^       '       1+  (—  9  )" 
et  en  faisant  comme  précédemment 


j&„  =  1  +  iq-'  -\-iq-''  -I-  . ..  +  27- 


fn-))' 


J 


0,H 


6,-^  =  tangx  4-  51(~  ')''"'  2<7"'l3„sin5. «.r. 

Ce  produit  devant  être  ensuite  intégré  entre  les  limites  o  et  -.  nous 
ferons  usage  de  ces  formules,  qu'il  est  aisé  d'obtenir  : 


i 


co\.x  sm  1  nxax  =  -  ; 
2 


I    tangj:sin2nxr/a"=  (  — i)"~' — 

a 


On  trouvera  de  celte  manière,  après  avoir  supprimé  le  facteur  ^, 

n  =  i  n  =  l  "  =  ' 

Les  deux  premières  séries  qui  se  présentent  dans  cette  expression 
se  développent  sans  difficulté  suivant  les  puissances  de  q.  En  désignant 
par  m  un  nombre  impair   quelconque,   par  9  (m)  le  nombre  de  ses 

Tome  IX  ;.!«  série).  —  Avril  i.SG.',.  ^° 
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diviseurs,  on  trouvera 


m-+- 1 


+  2?  ("07^'" 

l'exposant  y  prenant  la  série  des  valeurs,  i,  2,  3,  etc. 

Pour  la  troisième,  en  remplaçant  d'abord r;  par  le  dévelop- 
pement 2]{- 'r"'"^"7"'S  elle  devient. 

n  =  0 

ce  qui  met  en  évidence  dans  l'exposant  q  le  déterminant  d'une  forme 
quadratique  (A,  B,  C),  en  posant 

A  =  «,     B  =  è,     C  =  n  -h  J  +  n. 

Laissant  de  côté  pour  un  instant  le   facteur    (—  !)"(«+'),  dont  nous 
nous  occuperons  plus  tard,  observons  que  b  doit  recevoir  les  valeurs 

o,      ±1,      ±2,...,      ±{fi  —  i); 

de  sorte  que  cette  forme  sera   réduite,   si    l'on   s'arrête  à  la  limite 
±  l"\,   c'est-à-dire,   pour  plus   de  précision,   ±i ij  lorsque  ?i 

sera  pair,  et  ±  i- ^J    lorsque  n  sera   impair.    Ce   premier  groupe 

de  valeurs,  si  l'on  fait 

}r  -h  n  +  an  —  b-  :=  A, 

donnera  et  une  seule  fois  toutes  les  formes  réduites  de  déterminant 
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—  A,  en  exceptant  les  formes  ambiguës  (A,  B,  C)  ou  2B  =  A  e! 
C^  A,  et  |)armi  les  lormcs  (A,  o,  C),  le  seul  cas  de  A  =  C,  qui  si- 
présente  quand  A  est  un  carré.  Dans  ces  divers  cas,  en  effet,  on 
serait  conduit  pour  le  nombre  a  à  une  valeur  négative. 

Considérons  ensuite  la  seconde  série  des  valeurs  de  b,  savoir  : 


/i        n 


22' 

lorsque  n  est  pair,  et 

,        «  + 1       «  -f-  I 
±  l?  =  , hi,...,     n—i, 

lorsque  n  est  impair.  .Soit  s  une  quantité  égale  à  l'unité  en  valeur  ab- 
solue et  de  même  signe  que  b;  en  faisant  la  substitution 

.r  =  sX  —  Y,     j-  =  cY 
dans  la  forme 

n.r^  -+-  ib-TY  -I-  (/J  -+-  I  4-  fl)  j"^^ 
on  trouvera 

«X^  —  2£(«  —  b{)  XY  +  [in  —  ibz  +  1  +  a)  Y", 

et  cette  transformée,  que  nous  désignerons  par  (A,  —  £B,  C),  en  po- 
sant 

(i)  A  =  «;      l)=n  — Z>£,      ('.  =  2n  —  2i£  +  I  +  rt, 

remplira  les  conditions:  2B<A,  2B<C,  le  premier  terme  A  étant 
tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit  que  le  dernier  C.  On  voit  donc 
maintenant  se  produire  une  série  de  formes  en  nombre  double  des 
formes  réduites,  si  l'on  excepte  celles-ci  :  (A,  o,  C),  qui  ont  été  pré- 
cédemment obtenues  pour  i=:  o.  En  effet,  on  tire  des  équations  (i)  : 

(2)  n  =  \,     A  =  £(A-B),     rt=:C-aB-i, 
et  en  permutant  A  et  C  , 

(3)  //  =  C,     /^  =  £fC-B),     rt  =  A-2B-i. 

20.. 
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Ainsi  chaque  forme  réduite  non  ambiguë  donne  effectivement  deux 
systèmes  différents  (h,  b,  a),  où  n  et  a  sont  positifs  et  b  compris 
entre  les  limites  assignées.  Mais  à  l'égard  des  deux  formes  ambiguës 
(A,  eB,  a)  les  équations  (2)  et  (3)  coïncident,  et  pour  celles-ci: 
(2B,c  B,  C),  les  équations  (3)  conduisant  à  une  valeur  négative  de  a, 
on  n'a  de  même  et  pour  chacune  d'elles  qu'un  seul  et  unique  système 
de  nombres,  n,  6,  a.  Si  l'on  avait  d'ailleurs  à  la  fois: 

2B  =  A  =  C, 

on  ne  pourrait  employer  ni  les  équations  (2),  ni  les  équations  (3),  de 
sorte  que  cette  forme  est  absolument  exclue,  comme  plus  haut  le  cas 
de  A  =  C  dans  le  groupe  des  formes  ambiguës  (A,  o,  C).  En  résumé, 
soit,  pour  un  déterminant  donné  A,  H  le  nombre  des  formes  réduites 
non  ambiguës, /?  le  nombre  des  formes  ambiguës  de  l'espèce  (A,  o,  C), 
h'  le  même  nombre  à  l'égard  des  deux  suivantes  :  (aB,  B,  C),  (A,  B,  A), 
l'expression 

3H  +  /<  +  ih' 

sera  le  nombre  des  systèmes  (72,  /;,  a)  qui,  sous  les  conditions  requises, 
satisfont  à  l'équation 

H'  +  «  +  (7«  —  />■  =  A. 

Mais  si  A  est  un  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  ce  nombre,  d'après  les 
exceptions  relatives  aux  formes  dérivées  de  (i,  o,  i)  et  (a,  i,  2), 
devra  être  diminué  d'une  ou  de  deux  unités.  On  peut  d'ailleurs  l'écrire 
de  cette  antre  manière, 

en  introduisant  le  nombre  total  des  classes  de  déterminant  —  A  qui  est 

;^  =  H  +  A4-//. 

Maintenant  revenons  au  facteur  (—  1)""+';  qui  joue  dans  la  question 
un  rôle  essentiel.  En  posant  en  premier  lieu 

A  =  n,     B=/^     C  =  n-h  i  -ha, 
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et  en  second  lieu 

et 

C  =  n,        B  ^=  n  —  ZiE,        A  r=  sn  —  ■2 h z  -h  i  -h  ri , 

on  trouve  toujours  la  même  valeur 

(i{n-h  \)^A  -h  A  -(-  B  +  C  +  I  (inod.  2). 

Il  en  résulte  que  pour  tout  déterminant  le  facteur  (  —  i)°("+';  sera  éyal 
à  + 1  si  l'un  au  moins  des  termes  extrêmes  A  et  C  est  impair,  et  à 
—  I  si  tous  deux  sont  pairs.  Eu  faisant  cette  distinction  dans  les 
formes  réduites,  nommons  ^g  'e  nombre  total  de  ces  formes,  hg,  h\^ 
celui  des  formes  ambiguës  des  deux  espèces  dont  nous  avons  parlé, 
où  l'un  des  termes  extrêmes  est  impair,  et  j^,,  h,,  h\,  les  expressions 
de  même  signification  dans  le  cas  où  les  deux  termes  extrêmes  sont 
pairs  :  on  aura  évidemment 

ce  qui  donne  la  loi  du  développement,  suivant  les  puissances  de  a,  de 
la  série  ^-  •  La  partie  que  nous  avons  isolée  a  dessein 

s'évalue  à  l'aide  des  résultats  qui  suivent. 

Soit  d'abord  A  =  ui,  m  étant  impair,  on  aura 


\K=^?i'n),         U'o  =  '      S     '^    '   ?(m). 


4 


h,^o,  \h\  =  '-±i=^ 


^  9('«)' 
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Et  ensuite  pour 

f^'o  =  ?('«)»  |^''o  =  0' 

(//,  —  o,  \h\  =  o. 

A  =  4  •  2  '  /" , 

/^'.    =    ^'M'").  (^,    =-7-?('«)- 

On  en  conclut 

'^{ifi,  -+-  h\  -  iho-  //o)  7^ 

Il  en  résulte  qu'en  remplaçant  dans  l'équation  fondauienlale 

les  trois  séries  par  leurs  valeurs,  on  verra  les  deux  premières  détruire 
cette  partie  qui  provient  des  formes  ambiguës,  et  il  restera  simplement 


5?=2iMio-i§.)7'- 
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Toulel'ois,  si   A  est  im  carré  ou  le  triple  d'un  carré,  lo  terme  général 
doit  être  remplacé  par 

(-  ')"\  „,.. 


'2(j§o-^.  +  ^)7 


ou 


iM^o-i§,  +  i    7'" 


Mais  on  peut  éviter  ces  deux  cas  d'exception  en  ajoutant  deux  séries 
de  termes  de  la  forme  q"''  et  ry"";  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

on  aura  de  celte  manière 

Ô?=2;'2(i|o-i§.)7^  +  35  +  4a-6. 

C'est  le  résultat  auquel  est  parvenu  M.  Rronecker,  en  employant  la 
considération  des  modules  qui  donnent  lieu  à  la  multiplication  com- 
plexe, car,  d'après  les  dénominations  de  ce  savant  géomètre,  on  aura 

^,  =  F[\),         i5,  =  G(A)-F(A^ 
et,  par  suite, 

J^o-^.  =  2F(A)-G(A)=i5(A). 

On  a  donc  deux  méthodes  absolument  distinctes  qui  rattachent  par  un 
double  lien  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  propositions  de 
Legendre  et  de  Gaiiss  sur  la  décomposition  des  nombres  en  trois  carrés. 
Ces  illustres  géomètres,  en  poursuivant  au  prix  de  tant  d'efforts  leurs 
profondes  recherches  sur  cette  partie  de  l'arithmétique  supérieure, 
tendaient  ainsi  à  leur  insu  vers  une  autre  région  de  la  science  et  don- 
naient un  mémorable  exemple  de  cette  mystérieuse  unité  qui  se  ma- 
nifeste parfois  dans  les  travaux  analytiques  en  apparence  les  plus  éloi- 
gnés. 
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SUR  LA  FORME 

x'^  -+-  iy-  +  2JS  +  2Z-  -H  3<-  ; 

Par  m.  J.  LIOUVILLE. 


On  demande  une  expression  simple  du  nombre  N  des  solutions  de 
l'équation  indéterminée 

«  =  .r-  -I-  2  )■-  -t-  27-2  +  iz^  +  3<^, 

où  n  est  un  entier  donné,  tandis  que  .r,  y^  z,  ^  sont  des  entiers  quel- 
conques, positifs,  nuls  ou  négatifs. 

La  réponse  à  cette  question  est  facile,  quand  on  se  souvient  de  ce 
que  nous  avons  dit  dans  le  cahier  de  septembre  i863  au  sujet  d'une 
autre  forme  qui  se  rattache  intimement  à  celle  dont  nous  parlons  au- 
jourd'tiui. 

Posons  n  =  a^S'^/ra,  m  étant  un  entier  impair,  non  divisible  par  3, 
et  désignons  par  Ç,  [m)  la  somme  des  diviseurs  de  m;  puis  distinguons 
les  deux  cas  de  a  =  o  et  de  a  >  o. 

Pour  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  impair  3'^  m,  on  a 

N  =  2(3''+'-2)Ç,(/«). 

Mais  pour  a  >  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  pair,  la 
formule  est 

N  =  6(3^-^'-2)r,(/n). 

Je  crois  pouvoir  me  dispenser  d'ajouter  des  exemples. 
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SUR  LA  FORME 


a-2  +  j-  +  z-  -h  t-  -+-  II-  -+-  21'-  ; 


Par  M.  J.  LIOLVILLE. 


1.   On  demande  une  expression  simple  du  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  n  quelconque  par  la  forme  à  six  variables 

X-  +  J-  -+■  z-  -+■  t-  +  ir  ■+-  2t>^, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  nombre 

N  {n  =  X-  -h}--  +  2-  -h  t-  -h  u-  +  21'^) 
des  solutions  de  l'équation 

71  =  X-  +  y-  -h  z^  -h  t-  -\-  If  +  2V-, 


ou  X,  J-,  z,  t,  u^  V  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  on 
négatifs. 

Nous  poserons 

n  =  2"  m, 

m  désignant  un  entier  impair,  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro.  La  valeur  de 

N  [l'^in  —  x-  -\-j-  H-  =■-  +  ^-  -h  ir  +  1V-) 

dépendra  naturellement  de  l'exposant  «;  elle  dépend  aussi  de  la  va- 
leur de  m  (mod.  8).  Mais  elle  dépend  surtout  d'une  fonction  luuné- 
rique  île  m,  proportionnellenietit  à  laquelle 

N  [7." m  =  .r^  +  )■"  4-  z-  +  t-  -^  ir  +  7.V-) 

Tome  IX  (3«  béiieî.  —  Mai  1SG4.  2  I 
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varie  quand  on  considère  la  suite  des  entiers  2"' m  qui  répondent  à  une 
même  valeur  donnée  de  a  et  de  m  (mod.  8).  Nous  dirons  donc  d'a- 
bord quelques  mots  de  cette  fonction  numérique  importante. 

2.  Décomposons  l'entier  /7z,  de  toutes  les  manières  possibles,  en  un 
produit  de  deux  facteurs  conjugués  d,  c?,  en  sorte  que 

m  =  dâ. 
]/c\  fonction  numérique  dont  nous  parlons  s'exprime  par  la  somme 


0  —  1     0  "  —  I 


En  introduisant  un  symbole  connu  de  Legendre,  avec  la  signification 
plus  étendue  que  lui  attribue  Jacobi,  on  peut  encore  l'écrire 


21^ 


--^•up. 


On  a 


{^M^) 


(juand  ni  est  de  l'une  des  deux  formes 

8p.  +  1,   ,8|u,  +  3; 
on  a  donc  alors 


D'ailleurs 


(^)  = 


<piand  ,'/est^i  ou  3  (mod.  8);  tandis  que 


2  ' 


quand  f^  est  ^  5  ou  7  (mod.  8).  Donc,  quand  \\  s'agit  d'un  entier 


m 
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de  l'une  des  deux  formes 

Sfi  -h  i,     8[j.  -h  3, 
la  fonction 


2(^) 


d- 


représente  l'excès  de  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  m  qui  sont 
^  1  ou  3  (mod.  8)  sur  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  m  qui 
sont  an  contraire  ^  5  ou  7  (mod.  8). 

L'inverse  a  lieu  quand  m  est  de  l'une  des  deux  formes 


Dans  ce  cas 


et  par  suite 


Six -h  5,      Sy.  H-  7. 


Quand  il  s'agit  d'un  entier  m  de  l'une  des  deux  formes 

8/^+5,     8y.  H-7, 
la  fonction 

représente  donc  l'excès  de  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  /// 
qui  sont  ^  5  ou  7  (mod.  8)  sur  la  somme  des  carrés  des  diviseurs 
de  771  qui  sont  au  contraire  ^  i  ou  3  (mod.  8). 

Foin-  /H  =  1 ,  3,  5,  7,  9,  1 1,  etc.,  les  valeurs  respectives  de  la  fonc- 
tion 

2  (^)  ''■ 

sont 

I,    10,  24,   48,   9I)    122,  etc. 

21.. 
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La  fonction 

peut  aussi  s'exprimer  par  un  produit.  Soit 

a,   è,  etc.,   désignant  les  facteurs  premiers  de  m.  Le  produit  dont  il 
s'agit  sera  celui  des  quantités  suivantes  : 

On  pourra  donc,  suivant  une  notation  connue,  le  représenter  |)ar 

n[„-+(^)„'-'-'+„-'-«+(^)„"-«+...]. 

Par  cette  expression  en  produit,  on  voit  que  1  on  a  essentiellement 

5:(t) ''■>»• 

Au  contraire  la  fonction 


numériquement  égale  à  la  nôtre,  prend  des  valeurs  tantôt  positives. 


tantôt  négatives. 


5.   La  valeur  générale  de 

N  {i" m  —  X-  +  j^  +  z'^  +  ^^  +  ti-  +  2  1'-) 

s'obtient  en  multipliant  la  fonction  numérique  de /n  dont  nous  venons 
de  parler,  savoir 
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ou 

o  —  I        o"* —  I 

par  le  facteur  suivant 

qui  dépeud  de  l'exposant  a  et  de  la  valeur  de  m  (niod.  8). 
Cette  équation  si  simple 

j'ai  eu,  je  l'avoue,  quelque  peine  à  l'établir  dans  toute  su  généralité. 
Je  l'ai  d'abord  démontrée  pour  le  cas  de  m  égal  à  Sfjt.  +  5  ou  Su.  -r  7  ; 
mais  le  cas  de  m  égal  k  8[j.  -^  i  ou  8  fi  H-  3  échappait  à  n)es  formules. 
Enfin  j'ai  réussi  à  trouver  une  méthode  propre  à  tous  les  cas.  Je  suis 
donc  certain  maintenant  de  l'exactitude  absolue  de  l'équation  que  je 
viens  de  poser. 

4.    Considérons   d'abord  un   nombre  impair  m,   et  faisons  s;  =  o. 
Notre  formule  donne 

N(/7i  =  X-  -h  y-  -r-z-  -h  t^-h  u-  -h  iv-)  =  I    16—  f^j  ^|Il2w-^ 

c'est-à-dire 

N  (m  =  X-  +  r^  -\-  z-  -h  i-  -h  u-  +  21'-)  =  lo^  [~r)  ^' 

quand  m  est  de  l'une  des  deux  tonnes 

8p.  H-  1 ,     8  a  -(-  3, 
mais 

N  (m  =  X*  +  y  -h  z^  -h  t-  -I-  ir  H-  ^  i'"'  j  =  y  ^  (  ~7~  )  '■^' 
quand  m  est  de  l'une  des  deux  formes 

Su. -+-  5,     8p.  -!-  7. 
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Ainsi  on  a 

N  (i  =  .r-  -hj-  -h  z-  -h  t-  -+-  ir  -+-  9.i'-)  =  lo, 
ce  qui  s'accorde  avec  les  équations 

I  =  (±  i)-  +  o-  +  o^  +  o-  4-  G-  +  2.0% 
I  =  O^  +  (±  l)-  +  0=  4-  o-  H-  o-  +  2.0-, 
I  =  o-  +  o-  +  (rt  1  )-  +  0-  -t-  o-  +  2.0-, 
I  =  o-  -+-  o-  +  o-  +  (±:  1)-  +  o-  -1-  2.0-, 
I  =  Q-  +  o-  +  o-  4-  o-  +  G-  H-  (it  1)-  +  a.o'', 

qui  donnent  pour  l'entier  i  dix  représentations  par  la  forme 

X-  +  J"  -i-  Z-  -+-  t-  -+-  U-  -\-  Q.V-. 

On  a  ensuite 

N  (3  =  X-  ~hj'  -+-  z-  -h  l"-  -+-  ir  -h  ai»')  =  loo; 

or  cela  est  confirmé  par  les  identités 

3  =   1'  +   I-  4-  I  -  +  G"  +  o-  +  2.0'' 

et 

3  =  1^  4-  o'-  +  G-  4-  o-  +  o-  4-  2.1^, 

où  l'on  devra  marquer  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui 
ne  sont  pas  nuls,  puis  effectuer  les  permutations  convenables.  La  pre- 
mière identité  fournira  de  cette  manière  quatre-vingts  représentations 
de  l'entier  3  et  la  seconde  en  fournira  vingt. 
L'équation 

N  (5  =  X-+ j-  4-  :;-  4-  i-  4-  f^-4-  2f-)  =  ^-24  =  272 

est  aisée  à  vérifier  au  moyen  des  identités 

5  =  1-4-  1^  +  1-4-  1-4-  I-  4- 2.0-, 
5  =:  1  -  4-  2-  4-  O'  4-  o-  4-  o'-  4-  2.0-, 
5=  1-4-  i'4-i"4-G-4-o-  +  2.i-; 
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la  première  fournit  trente-deux  représentations  de  l'entier  5,  la  se- 
conde en  fournit  quatre-vingts,  le  troisième  cent  soixante.  Or 

Sa  H-  80  H-  160  =  2-2. 
Enfin  on  a 

N(7  =  j:*  -\-j^  +  z^  +  t-  +  II-  +  2P-)  =  544. 

Pour  vérifier  cette  valeur,  ou  se  servira  des  identités 

7  =  o^  -+-  a-  +  I-  +  1=  -f-  I-  -4-  2.0-, 

"]  —   I'  +    1"  +   !■  +   1-  -f-   I-  -f-  2.1-, 
7  =  1-  +  -2°  +  O-  +  o-  4-  0-  -H  2.1-. 

En  y  affectant  du  double  signe  ±  i  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  eu  y  opérant  les  permutations  convenables,  on  tirera  de  la 
première  de  ces  identités  trois  cent  vingt  représentations  du  nombre  7. 
la  seconde  en  fournira  soixanle-quatre,  la  troisième  cent  soixante;  or 

320  +  64  -H-  160  =  544- 

r>.   Pour  les  entiers  impairement  pairs  a/n,  on  a 

N(2«2  =  ^=+r=  +  2=  +  ^^  +  w^-  +  20=|r64-(^)]2fe)^=. 
c'est-à-dire 

N  (  2  /H  =  x-  -f-  j-  +  z-  -f-  i-  -^-  u-  -k-  iv^)  —  L\i'Si  ^^  j  ((- 

quand  m  est  égal  à  8p.  4-  i  ou  8|x  +  3,  mais 

N(2m  =  .r-  +JK-+  c- -f- ^- -4- 21- -^  2t'-)  =  -x2l(-T^)'^'' 

quand  m  s'exprime  par  8^0,  -t-  5  ou  8, y.  -+-  7. 
Ainsi 

N  (2  =  .r-  +  j''  -I-  z-  -^  t-  +  lâ  -^-  1 1'-)  =  42  ; 

or,  au  moven  dos  deux  identités 

a  =  i  -  -t-  I  -  +  o"  4-  o"  +  o'-  4-  2.0^ 
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et 


2  =  n-  +  o-  +  0-  +  o^  -f-  o-  +  a.i-, 


on   obtient  en  effet  quarante-deux  représentations  de  l'entier   i,  la 
première  identité  fournissant  quarante  représentations  et  la   seconde 
en  fournissant  deux. 
On  a  ensuite 

N(6  =  .r=  + j2  +  s=  +  i!=-4-  u-  +  2  1'-)  =  42.10  =  420. 

Or  les  identités 

6  =  2-+  1'-  +  I-  +  o-  +  o-  +  2.0-, 

=:   1--+-   l-  -\-   I-+   l--f-0''  +  2.I-, 

6")  •>  O  O  O  o 

^  2-  +  o-  +  o-  +  o-  +  o-  -h  2.  I- 

fournissent   effectivement   quatre  cent  vingt   représentations  de  l'en- 
tier G;   la  première  en  donne  deux  cent  quarante,   la  seconde   cent 
soixante,  la  troisième  vingt. 
L'équation 

o 

N  (10  =  J?-  -\-  J'  -[-  Z'-  +  /-  -4-  It"^  -J-  2  1'-)  =  -Ô--24  =  'O^f 

se  vérifie  semblablement  au  moyen  des  identités 

3^ 


TO 
10 
10 
10 


I 

1-  +   K 

2-  +  2" 


O" 

•  2" 
O" 


o- 

2- 


o- 
o- 

O" 


2-  +    1  -  +    I  "=  +   I  -  +    I - 


2.0- 

j. .  o'- 

2.  I  • 
2.  I* 


10  =  I-  +  1-  -f-  O-  +  o-  --i-  o-  +  2.2' 


les  nombres  de  représentations  qu'elles  fournissent  respectivement 
sont  quatre-vingts,  quatre  cent  quatre-vingts,  quatre-vingts,  trois  cent 
vingt,  quatre-vingts;  or 


80  +  480  +80-1-  320  -f-  80  =  Io4o. 
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Enfin  on  a,  d'Hprés  notre  formule, 

N(i4  =  a7'+j-4-z^  +  r-  +  ;^*^'2i^=)=-^-48=  2080; 

et  les  identités 

14  =  3-4-2-+  r-  +  o"  4-  o-  -I-  a.o% 

i4  =  2-  -I-  2^  +  2-  +  i'^  +  1-4-  2.0-, 

14  =  3-4-  1-4-  1-4-1^4-0-4-2.1-, 
1 4  =  2^  4-  2^  4-  2-  4-  o-  4-  o-  4-  2. 1  % 
14  =  2-4-  1*4-  I-  4-  O-  4-  o*  4-  2.2* 

moutretit  que  ce  résultat  est  exact.  Elles  fournissent  des  représenta- 
tions de  l'entier  i4,  dont  le  nombre  est  respectivement,  de  la  pre- 
mière identité  à  la  dernière, 

480,   320,  640,    160,  480; 

le  total  fait  précisément  2080. 

6.  Passant  aux  entiers  pairement  pairs,  nous  nous  bornerons  à  ap- 
pliquer la  formule 

N(2-''/«=X^4-J^4-Z^4-<=+.r4-2.'^)  =  ^[4=<-^-_(=^)]2:(^")^  = 

aux  deux  plus  petits  multiples  de  4»  savoir  4  et  8. 
D'abord  nous  trouvons 

N  (4  =  x-  -hr'^  4-  z-  4-^-4-  II-  4-  2^-)  =  170. 
Or  ce  résultat  est  confirmé  par  les  identités 

4  =  2*  -+-{)-  4-  o'-  4-  o^  4-0-4-  2.0-, 
4  =  i'^  4-  I-  4-  1-  4-  I-  4-  O-  4-  2.0% 
4=1-4-1-4-0-4-  O-  4-  O-  4-2.1-, 

dont  la  première  fournit  dix  représentations  du  nombre  4>  tandis  que 
chacune  des  deux  autres  en  fournil  quatre-vingts. 

Tome  IX  (a*  térie).  —  Mai  i86'i.  2a 


170  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Pour  le  nombre  8,  on  a 

N(8  =  a-^  +j^  +  z-  +  t-  +  lâ  +  iv')  =  682. 

Les  identités  à  employer  cette  fois  sont 

8  =  2-  +  2=  -f-  o^  +  o'-  +  o-  +  2.0-, 
8=:  2-+  i^+  i^-t-  i^+  i-  +  2.o^, 
8=2^+  I  *  +  I  -  4-  o-  H-  o-  -h  2 . 1  -, 

8  =  O-  +  O^  +  O^  +  O^  +  O-  +  2.2^ 

Elles  fotu'nissent  des  représentations  de  l'entier   8,  dont  le  nombre 
compté  de  la  première  identité  à  la  dernière  est  respectivement 

40,    160,  4^0,   2; 
or  on  a 

4o  +  160  -1-  480  -\-  2  =  682. 

La  vérification  cherchée  a  donc  lien. 

7.   Nous  avons  donné  l'expression  générale  du  nombre  total 

N  [j'^in  =  X-  -h  j-  +  z-  +  t-  -+-  ir  -+-  2i>-) 

des  solulions,  tant  propres  qu'impropres,  de  l'équation 

2'^m  =  X-'  -+-  j'  +  s-  H-  t'-  +  ir  +  2v'-. 

Mais  on  peut  demander  séparément  celle  du  nombre 

M  (2'' 02  z=  X-  -h y-  +  z-  -\-  t-  +  û-  +  2V-) 

des  solutions  propres,   pour  lesquelles  les  indéterminées  jc,  j,  s,  /, 
u,  V  ne  sont  pas  toutes  divisibles  par  un  même  facteur  >  i . 
Pour  l'obtenir,  il  faudra  substituer  à  la  somme 


2(t)'''' 
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ou  au  produit  qui  peut  remplacer  cette  somme,  le  produit  suivant 


n  ""  +  (^)  "- 


qui  se  rapporte  aux  facteurs  premiers  a,  b,...,  de  l'entier  m  mis  sous 
la  forme 

m  =  a'  b'' .  .  .  ; 

poiu-  en  déduire  la  valeur  de 

M  ( o!^ m  =  a:^  H-  j^  -+-  -'-  -h  ^*  -t-  ir  -\-  iv'), 

il  faudra  multiplier  ce  produit  par  un  facteur  dépendant  de  a  et  de  la 
valeur  de /n  (mod.  8),  dont  nous  allons  donner  l'expression  suivant 
les  cas  divers  qui  peuvent  se  présenter. 

Dans  le  cas  d'un  entier  impair,  ou  de  a  =  o,  ce  facteur  est 


pour  les  entiers  impairement  pairs,  ou  pour  a  ^  i,  il  devient 
enfin,  pom-  a  >  i,  il  est  égal  à 


3.2 


Ainsi,  pour  l'entier  Zj,  '1  "  }'  ;'  41'e  cent  soixante  solutions  propres;  dix 
solutions  impropres  complètent  le  nombre  total  cent  soixante-dix, 
obtenu  plus  haut  :  ce  sont  celles  qui  répondent  à  l'identité 

4  =  2'-  +  o-  +  o"  -i-  o'-  -t-  o-  -+-  2.0^. 
8.   En  nous  occupant  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 

H  =  X'-  +  y-  -I-  C-  -t-  i-  -H  U-  +    2  1'-, 

■il.. 
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nous  avons  admis  jusqu'ici  que  les  entiers  x,  j,  z,  t,  u,  v  peuvent  être 
indifféremment  pairs  ou  impairs,  positifs,  nuls  ou  négatifs.  On  peut 
aussi  désu'er  de  savoir  quel  est  le  nombre 

3T,  {n  =  jc^  -i-  j-  ■+■  z'^  -h  t-  -h  u-  +  2 p-) 

des  solutions  de  cette  même  équation  quand  ou  exige  que  x,  j,  c,  t, 
u,  V  soient  des  entiers  impairs  et  positifs,  d'ailleurs  quelconques.  Il  est 
bien  clair  que  ce  nombre  est  nul  quand  l'entier  donné  n  n'est  pas  de 
la  forme  Sp,  +  7.  Mais  quelle  est  la  valeur  de 

X(8|:jH-  7  =  X-  +y-  -<-  2^  -1-  t'  -+-  u-  +  2<'^)? 

Pour  répondre  à  cette  question,  il  faut  décomposer  8p.  -+-  7  de 
toutes  les  manières  possibles  en  un  produit  dâ  de  deux  facteurs  con- 
jugués, puis  prendre  la  quarante-buitième  partie  de  la  somme 


On  aura  ainsi  le  nombre  demandé.  En  d'autres  termes, 

X(8|u,  +  7  =  a:'-l-j-  -h  z-  +-  t"  +  ir  +  2^'')  =  -^2  Vsj  ^^' 

Par  exemple,  on  a 

3Î,  (  y  =  .r-  +  J-  +  z-  -I-  ^-  +  «■  +  2  f-  )  =  1  ; 

ce  qui  est  confirmé  par  l'équation 

7  =  I-  +  r-  + 1-  -I- 1-  +  1--1-  2.1-. 


240 


Ou  a  ensuite 

X,  (  1 5  =  .ï'-  -t-  j-  +  i;-  +  <-  +  u-  -\-  2  w-  )  =  ^  =  5  ; 

et  cela  s'accorde  avec  l'identité 


1 5  =  3-  -h  I  -  + 1  -  +  I  -  -t-  r-  -I-  3.1 


2 


où  3-  peut  occuper  cinq  places  distinctes. 
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Enfin 

528 

X  {l'i  =  jr*  -4-  y-  +  z-  -t-  t'^  -+-  u^  -+-  ii>-    =  -f-T  =  11, 

4» 

résultat  exact,  couinie  on  peut  le  voir  au  moyen  des  identités 

a3  =  1-  -{-  i^  -H  1-4-  I*  -+-  !■  -(-  2.3-, 
23  —  3-  -i-  3-  +  I  -  -f-  \-  -h  I  -  +  2. 1 -  ; 

la  première  fournit  une  représentation  de  l'entier  23,  la  seconde  en 
fournit  dix. 

Si,  tout  en  n'admettant  ])our  x,  j,  z,  t,  n,  v  que  des  entiers  impairs 
et  positifs  dans  l'équation 

8  |U.  +  7  =  .r-  -I-  /"  -^  z-  -ir-  t-  -\-  ir  -\-  2  v- , 

on  excluait  les  systèmes  x,  j,  z,  t,  u,  v  où  les  indéterminées  possèdent 
un  facteur  commiui  >  1 ,  le  nombre  des  solutions  pourrait  devenir 
inférieur  à 

II  s'exprimerait  alors  par 


èn^-*  (=?)""-]' 


le  produit  indiqué  se  rapportant  aux  facteurs  premiers  a,  b,  etc.,  de 
l'entier  Bu.  -f-  7  =  rt'  6° . .  .  ;  je  crois  pouvoir  me  dispenser  d'ajouter 
des  exemples. 

î).  En  terminant,  j'indiquerai  celle  de  mes  formules  générales  qui 
m'a  conduit,  dans  le  cas  d'un  entier  impair  m  (le  seul  difficile  ici),  à  la 
valeur  de 

N  [m  =  X-  -tj'  +  z-  -t-  <-  +  a-  -+-  2  p-  ). 

C'est  la  formule  marquée  (I)  dans  mon  cinquième  article,  à  la  page  277 
du  cahier  d'août  i858.  En  y  faisant 


/(ar)  =  xsin(:j). 
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on  obtient  une  formule  particulière  qui  mène  au  but  quand  on  la  dis- 
cute conveualilement,  en  s'appuvant  sur  ce  que  j'ai  donné  au  sujet  de 
la   forme  x"  -h  }'  +  z"  +  it'-   dans   un  article  inséré  au   cahier  de 
juillet  18G1   (p.  225). 
Ayant  ainsi  prouvé  que 

N(/«  =  j:-^  +  r=  +  r.^  + /^  +  .r  +  2.^)  =:i[i6  -  (=^)]  2  (=^')«'% 

on  en  conclut  facilement,  \i?.r  des  considérations  arithmétiques  très- 
simples,  que 

Nf2.»  =  .x-+Jr=  +  z•^^-<^  +  ..^  +  2^.^,  =  ^[64-(-^)]2(^")^^ 

et  ensuite  que 

N(liin  —  .T--hr--i-  z--ht-~\-/r  -\-iv'-)  =  ^\  256—  i^)    2("y~)  '^"' 

On  pourrait  continuer  et  s'élever  graduellement  de  4'"  à  8m,  de  8m 
à  \6m,  etc.;  mais  il  vaut  mieux  tout  achever  en  une  seule  fois.  Dési- 
gnons, en  effet,  par  4'(<z)  la  fonction 

N  (a'"'' m  —  .r-  -hj^  +  z-  +  /-  +  m-  -t-  av'-), 

ou  nous  ne  voulons  pour  le  moment  faire  varier  que  a,  et  nous  éta- 
blirons sans  peine  légalité 

d;(a  +  3)-|(a+i)  =  4[i{/(a+  2)-  ^{a)], 
qui  est  exacte  même  pour  a  =  o.  De  là  notre  équation  générale 

C  est  aussi  par  des  considérations  arithmétiques  fort   simples  que 
l'on  déduit  la  valeur  de 

3Î>  (SfJt,  +  7  =  a-^  -^J'  -t-  s*  +  t-  -h  u-  -h  21'-), 

relative  au  cas  des  indéterminées  impaires  et  positives,  de  celle  de 

N(8;7.  -i-  j  —  jc-  -+-J  -  -h  z-  -h  i-  -\-  u-  -+-  2v-). 

Quant  a  la  recherche  du  nombre  des  solutions  propres,  elle  n  offre 
aucune  difficulté. 
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SUR  ]A  FORME 

je-  -+-  7.  [j-  +:=  +  /-  +  II-  -\-  (''■'); 

Pau  m.  J.  LIOUVILLE. 


i.  On  domando  une  expression  simple  du  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  donné  11  par  la  forme  à  six  variables 

or*  +  2  (  j-  +  z=  +  /*  -H  II-  -\-  V-), 

c'est-à-dire  du  nombre 

N  [n  =  .r-  4-  2  (  J--  +  s-  -f-  t-  +  II-  -+-  V-)] 
des  solutions  de  l'équation 

n  —  a---\-2[jr^  +  z-  +  l'-  -+-  u"  -+-  i'-  ), 

où  X,    ^ ,  z,  t,  II,  i>  sont  des  entiers  indifféremment  positifs,  nuls  ou 
négatifs. 

Nous  poserons,  comme  dans  l'arlicle  précédent,  dont  nous  conser- 
vons toutes  les  notations, 

n  =  a'  /H, 

m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro-,  puis  nous 
introduirons  de  nouveau  la  fonction  numérique 

7 


2  (^)  ''■■ 

dans  rex()ression  de  laquelle  le  signe  soinmatoire  porte  sur  les  divi- 
seurs conjugués  d,  â  de  l'entier 

m  =  f/c?. 
2.    I^e  cas  le  plus  simple  est  celui  d'un  entier  pair.  En  effet,  daiiï^ 
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l'hypothèse  de  a  >  o,  l'équation 

2'^  m  =  Jc-  +  2  [j-  -\-  z^  -\- t- -{-  II-  -+- 1'') 

exige  que  x  soit  pair,  et  en  faisant 


2JC, 


elle  se  change  en  celle-ci 


2       1)}  =  23i\  -\-  J   +  z-  -h  t-  -^  ir  -+-  V-  ^ 

qui  la  remplace  complètement  et  qu'on  peut  écrire,  en  changeant  de 
lettres, 

2"~  '  m  =  x'-  -+-  y-  -\-  z-  ->r-  t-  ^  II-  -\-  1 V- . 
La  valeur  de 

N  [2'-'  m  =  x^  +  2  (  j-  -f-  z=  +  <-  +  lâ  -h  v"  1] 
est  donc  égale  à  celle  de 

N  {1"-^^  m  —  x--^y-^z^^-i--^u-^  2  v-  ) , 

que  nous  avons  donnée  dans  l'article  précédent. 
Nous  sommes  ainsi  conduits  à  l'équation  suivante 

Toutefois  cette  équation  n'est  démontrée  jusqu'ici  que  dans  l'hypo- 
thèse de  a  >  o.  Mais  je  me  suis  assuré  qu'elle  subsiste  même  pour  a  =  o, 
de  sorte  qu'elle  résout  la  question  proposée,  même  dans  le  cas  d'un 
nombre  impair.  Elle  devient  alors 

N[m  =  :r=+2(J=  +  .=  +  ^=  +  ^r  +  .')]  =  ^[4-(^)]2(^)^^ 
c'est-à-dire 

N[m  =  cc^  +  2  [f-  +  z^  +  t- +  u}  +  v'\\=.  i"^  /=^j  d'' 

quand  m  est  de  l'une  des  deux  formes 

8|a-)-i,     8|X4-3, 
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et 


quand  m  est  au  contraire  de  l'une  des  deux  formes  8fj.-\-  5,  Sjj.-'r  "}■ 
Or  j'ai  réussi  à  prouver  que  ces  résultats  sont  exacts,  en  démontrant 
à  priori  que,  dans  le  premier  cas,  la  \alour  de 

N  f /n  =  a;-  4-  •>.  (  j-  -\-  z- -\-  t-  -h  n- +  u- ], 

vaut  le  cinquième  de  celle  de 

N  [m  =  a--  +  j^  +  c"  +  t-  +  u^  +21^-), 

tandis  que  dans  le  second  cas  elle  est  avec  elle  dans  le  rapport  de  5 
à  17.  I^a  démonstration  est  fondée  sur  les  considérations  arithmétiques 
les  plus  simples. 

3.   Appliquons  la  formule 

à  quelques  exemples. 

Commençons  par  les  nombres  impairs.  Notre  formule  donne  d'abord 

N  [i  =  JT-  4-  2  [j-  +  z-  +  t--\-  u-  +  V-)]  =  2, 

résidtat  évidemment  exact.  Elle  donne  ensuite 

N[3  =  j:*+  2(7-+  Z.-  +  i-  -+-  11--+-  ('-)]  =  20, 
ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

3=  {±iy-h  3[(±:i)-+o=  +  0=+  o-  +  o^], 

où  (±1 1)-  peut  occuper  cinq  places  distinctes  entre  les  parenthèses. 
L'équation 

N[5=ar=+  2{j--i-z'-hr-+n--^i>-)]=,8o 
n'est  pas  moins  facile  à  vérifier  au  moyen  de  l'identité 

5  =  1=+  2 (  1  -  -I-  i'''  H-  o**  +  0=  +  o- ), 

Tome  IX  (  i'  série).  —  SIai  1SC4.  ^3 
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en  y  affectant  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  en  y  opérant  les  permutations  convenables. 
Enfin,  on  trouve 

N  [n  =  j:'^  -h  2{j-  -h  z-  -\-  t-  -\-  li-  +  i'-)]  =  160; 

et  l'identité 

■y  =  l2-f-a(l-+I-4-I-  +  0-+0-) 

sert  à  constater  l'exactitutle  de  ce  dernier  fait. 
Terminons  par  l'équation 

N[9  =  x2  +  20--t-z.^  +  <-+fr+i'^)]  =  i82. 

La  vérification  se  tire  cette  fois  des  trois  identités  : 

9  =  3-  -}-  2  (o-  +  o-  +  o-  +  o^  ■+-  o^  ), 
9  =  1  -  +  2  (  2-  -i-  o*  +  0=  -h  o-  +  o^), 

9  =:  I  2  -f-  2  (  I  -  +    I  -  -4-   I  ^  +    I  =  +  0=  ). 

Relativement  aux  nombres  pairs,  bornons-nous  aux  nombres  2,4,8. 
Noire  formule  donne 

N[2  =X-  -f-  2(j--4-  Z-+  t-  +  U-  +  1'^)]=  1!', 

ce  qui  est  confirmé  par  l'identité 

2  =  0=  +  2  [(  ±  I  j^  +  o-  4-  o^  +  o-  H-  o^  ], 
où  l'on  peut  mettre  (  i:  i)-  à  cinq  places  distinctes.  On  a  ensuite 

N  [4  =  x'-  +  2  ir^  +  z^  -\-  t'^  +  u-  +  V-)]  —  42  ; 
or  les  deux  identités 

4  =  (=t:2)-+ a  (o- +  0-  + 0-+ o- +  o-} 

et 

4  =  0-+  2  [(±1  i)-  +  (±  i)--l-o-+  o=+o-] 

vérifient  ce  fait,  si  l'on  a  soin  d'opérer  dans  la  seconde  d'entre  elles  les 
permutations  convenables.  Enfin  l'équation 

N  [  8  =  X-  +  2  [y-  +  z-  +  ^  -  +  /r  +  t-^  )]  =  1 70 
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s'accorde  avec  les  identités 

8  =  2-+  2(1-+  i--i-o='  +  o=  +  o'), 
8  =  o-  +  2  (a-  -+-  o-  +  0=  +  0=  +  0=»), 
8  =  0^  +  2(1  =  +  I-+  I-+  i  =  +  o='), 

pourvu  qu'on  marque  du  double  signe  ±:  les  racines  des  carrés  qui 
ne  sont  pas  nuls  et  qu'on  effectue  les  permutations  voulues. 

4.  La  formule 

N[2^,n  =  x^  +  2(;-  +  .^-M  =+«^  +  .»)]=.2[4'-'-'-(^)]2(^)^= 
donne  le  nombre  total  des  solutions  propres  ou  impropres  de  l'équation 

2"  m  =jc^-\-2  {j-  -+-  z-  -h  t.-  ~\-  ir  -h  V-); 
mais  on  peut  aussi  demander  séparément  le  nombre 

M  [2   in  =  .T--h'i(j-+ z''-ht--hu--hv-)\ 

des  solutions  propres,  pour  lesquelles  aucun  entier  >  i  ne  divise 
jamais  à  la  fois  Jc,j\  z,  t,  u  et  v.  Pour  l'obtenir,  il  faut  former  le  pro- 
duit 

relatif  aux  facteurs  premiers  a^  b,  etc.,  de  l'entier 

m  =  n^¥..., 

puis  le  multiplier  par  un  facteiu'  convenable,  qui  dépend  de  l'expo- 
sant a  et  de  la  valeur  de  m  (mod.  8).  Pour  a  =  o,  ce  facteur  est 

pour  a  =  I,  il  devient 

23.. 
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enfin  ponr  «  >  i,  il  s'exprime  par 

t)  .1 

Vérifions  ces  assertions  sur  quelques  exemples. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 

M  [9  =x-+a  {y-  +  z-  +  <=  +  ir  -h  v-)]  =  1 80. 

Cela  est  exact.  Le  nombre  total  des  solutions  de  l'équation 

9  =  .r-  +  2{j''  -+-  :■-+  /--J-  ir  -h  i»^), 

est  cent  quatre  vingt-deux  ;  mais  il  y  a  deux  solutions  impropres, 
fournies  par  l'équation 

c)  —  {±  "iy  -h  y.  (o-  -t-  o^  -t-  0=  +  o^  +  o^). 

Il  faut  aussi  que 

M  [4  =  j:^  +  a  (  j-  +  z-  -ht^-h  H-  +  4'-  )1  =  40, 

et  cela  est  exact.  L' équation 

4  =  .r*  +  2  (  j-  -+-  z^-h  t-  -+-  u-  +  v-  ) 

offre  quarante-deux  solutions,  mais  deux  d'entre  elles  sont  impropres  : 
ce  sont  celles  qui  répondent  à  l'identité 

4  =  (  ±  2)-  +  2  (o-  ■+  o-  +  o'^  -+-  0-). 

Enfin,  il  faut  que 

M  [8  =  JT^"  -t-  2  (  )  -  4-  c-  -I-  A-  +  II-  +  V-)]  =  160; 

or  cela  est  vrai.  L'équation 

8  =  .T-  +   ■?.  [J-  +  £-  +  i^  +  H-  4-  V-) 

a  cent  soixante-dix  solutions  ;  mais  il  y  en  a  dix  d'impropres,  résul- 
tant de  l'identité 

8  =  ()-  +  2  (2-  +  o-  +  o-  4-  o-  +  o^). 

Nous  ne  pousserons  pas  plos  loin  ces  calculs. 
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SUR  LA  FORME 
Par  m.  .1.  LIOUMLLE. 


On  demande  une  expression  simple  du  nombre 

N  (h  ^  .r^*  +  xy  +  j-  +  62==  +  Qzt  +  Gt^) 
(les  solutions  de  l'équation 

n=^  x'-  +  xy  -\-  j-  -\-  62- ,-(-  6s^  -h  6i^, 

où  n  est  un  entier  donné,  et  .r,  j\  -,  t  des  entiers  quelconques,  [)0- 
sitifs,  nuls  ou  négatifs. 

Répondre  à  cette  question  sera  très-facile  si  l'on  se  souvient  de  ce 
que  nous  avons  dit  dans  le  cahier  de  septembre    i863  au  sujet  de  la 

forme 

x'-  -f-  xy  -\-  j-  -\-  -xz-  -\-  -i.  zt  -f-  it'-. 

Mais  d'abord  observons  que  l'équation  proposée  n'a  aucune  solu- 
tion quand 

"  =  '3g  +  2. 
En  d'autres  termes,  on  a 

N  (3g  4-  2  =  .r'-  +  xy  -1-  j'-  -1-  6z-  +  Gz/  +  6<-)  —  o. 
Restent  les  deux  cas  de 
et  de 


n=^  3g +  1 


n  =  3g. 


Le  cas  de  n  =  3g  h-  i  se  traite  en  observant  que  la  valeur  de 

N  (3g  -+-  1  =  .-i'  -+-  xj  4-  j^  -I-  G:-  -H  ijzt  +  6<-) 
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est  é^ale  à  celle  de 

N  (3g  +  I  =  .r-  -h  .rj  -hf-  -^-  -iz^  -h  izt  -h  2«=), 

laquelle  est  connue  par  l'article  cité. 
Semblablement  la  valeur  demandée  de 

N  (3g  ==  x^  +  .^j  -t-  j-  +  Ç>z-  +  62^  4-  6i^) 

est  égale  à  celle  de 

N  (g  =  Jf-  -I-  X/  +  ^^  -h   2Z-  +   IZt-^  It'^). 

La  question  proposée  est  donc  résolue. 


»«<>»« 
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SUR  LA  FORME 

20:-  -+-  2xy  +  2J--  +  3z-  4-  3z<  +  3<^; 

Par  m.  J.  LIOLVILLE. 


La  détermination  du  nombre 

N  [n  =  2.x-  +  2.X7  +  2j-  +  32-  H-  3  si  +  3<*) 

des  solutions  de  l'équation 

n  =  2X-  -h  2j:;>-  +  2j-  +  3z-  -t-  3z<  +  'il-, 

où  n  est  un  entier  donné,  et  x,  j,  z,  t  des  entiers  quelconques,  po- 
sitifs, nuls  ou  négatifs,  ne  peut  offrir  aucune  difficulté  à  ceux  qui  se 
souviennent  de  ce  que  nous  avons  donné  dans  le  cahier  de  se[)- 
teinbre  i863  au  sujet  de  la  forme 

X-  +  Xy  -^  J'"^  -\-  2Z-  +  2Zt  -h  2t-. 

Mais  d'abord    observons   que    l'équation  proposée  est  impossible 
quand 

ri  =  3g  -h  i. 
En  d'autres  termes,  ou  a 

N(3g  -f- 1  =  2x-  ■+■  2xr  +  2j-  +  3z-  4-  3z<+  it-)  =  o. 

Restent  les  deux  cas  de 

et  de 


«  =  3  g  +  2 


n=  3g. 


On  traite  le  premier  en  observant  que  la  valeur  demandée  de 
N(3g^-+  2  —  2x-  -h  o.xr  +  2j-  +  3z-+  3z/  -+-  3<*) 
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est  égale  à  celle  de 

N  (3g  +2  =  0:-  +  .r>-  +  f'  +  "i-Z'  +  "i-zt  +  2^^) 

qui  est  connue  par  l'article  cité. 

De  même  on  verra  que  la  valeur  demandée  de 

N  (3g  =  ix-  +  ixy  -\-  -ij-  +  3z-  +  izt  +  3«^) 

est  égale  à  celle  de 

N  (g  =  x'-  +  xj  +  j""  +  a  z-  +  2  zi  +  2  f -  ) . 
La  question  proposée  se  trouve  ainsi  résolue. 
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MÉTHODE    NOUVELLE 

Pour  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires 
ne  contenant  qu'une  variable  indépendante  ; 

Pau  m.  J.   CAQLÉ. 


La  méthode  des  limites  est  applicable  à  l'étude  des  équations  diffé- 
rentielles. De  même  que,  poiu'  découvrir  les  propriétés  d'une  courbe, 
ou  cherche  les  propriétés  communes  à  des  polygones  qui  tendent  à  se 
confondre  avec  elle;  de  même,  poin-  découvrir  les  propriétés  d'une 
équation  différentielle,  on  peut  choisir  une  équation  aux  différences 
finies  se  confondant  avec  la  proposée  lorsqu'on  annule  les  différences 
des  variables  indépendantes,  puis  chercher  les  propriétés  de  cette  équa- 
tion qui  sont  independanlos  des  grandeurs  de  ces  différences. 

Ces  considérations  m'ont  conduit  à  une  méthode  nouvelle  pour 
l'intégration  des  équations  différentielles  qui,  ne  contenant  qu'une 
variable  indépendante  et  une  seule  fonction  de  cette  variable,  sont  li- 
néaires par  rapport  à  la  fonction  et  à  ses  dérivées. 

L'exposition  de  cette  méthode  est  l'objet  de  ce  Mémoire. 

1.  Toute  équation  différentielle  ne  contenant  qu'une  variable  indé- 
|)endaiite,  et  qui  est  linéaire  par  rapport  à  la  fonction  et  à  ses  dérivées, 
peut  être  mise  sous  la  forme  suivante 

où  A{jr),  Ao(.(),  A,  (.r),...,  Ap(.r),  désigneiil  des  Ibnctions  données  de 
la  variable  indépendante. 

Je  me  propose  de  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  (X). 

Torne  IX  (  a«  série).  —  Mil  iS6/|.  ^4 
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L'équalion  aux  différences  finies 

(^')    SÏ=^^l^)  +  Ao(-^')j+A.(^)g+A,(x)0  +  ...  +  A,(.r)g. 

où  A.r  est  une  constante  quelconque,  se  confond  évidemment  avec  la 
précédente  lorsque  Ajt  =  o;  toute  équation  équivalente  à  (X')  devien- 
dra donc,  à  cette  limite,  une  équation  équivalente  à  (X);  en  consé- 
quence, si  je  trouve  une  équation  équivalente  à  (X'),  fournissant,  à  la 
limite,  l'expression  de  l'une  des  dérivées  de  j  en  fonction  de  x,  le 
calcul  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  (X)  se  réduira  à  un  nombre 
limité  (le  quadratures. 

Ainsi  Tintégralion  de  l'équation  (X)  est  mon  but,  et  la  transforma- 
tion de  l'équation  (X')  mon  moyen. 

2.  Avant  d'entrer  en  matière,  je  vais  faire  connaître,  pour  n'y  plus 
revenir,  les  hypothèses  dont  je  ne  m'écarterai  jamais. 

Pour  donner  à  mes  résultats  toute  la  généralité  qu'ils  comportent,  je 
supposerai  que  la  variable  reçoit  des  valeurs  de  la  forme  u  +  v  \l —  i , 
où  u  et  V  désignent  des  quantités  réelles;  mais  ces  valeurs  formeront 
toujours  une  progression  par  différence,  car  l'équation  (X')  n'a  pour 
limite  l'équation  (X)  que  dans  le  cas  où  Ax  est  une  constante.  Ainsi, 
en  considérant  u  et  i'  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  du  plan,  toutes  les  valeurs  que  j'attribuerai  à  la  variable  seront 
représentées  par  des  points  en  ligne  droite  et  équidisfants.  Ces  points 
peuvent  être  d'ailleurs  aussi  rapprochés  qu'on  voudra,  puisque  la 
constante  Ajt  est  arbitraire. 

Je  supposerai  qu'en  chaque  point  du  segment  de  droite  joignant  les 
valeurs  extrêmes  de  la  variable,  les  coefficients  des  équations  (X)  et  (X') 
ont  des  valeurs  finies.  Par  exemple,  on  voit  que  les  valeurs  réelles 
de  X,  pour  lesquelles  quelques-unes  des  fonctions  A  (a,-),  Ao(jc), 
A,  (ir),...,  cessent  d'être  finies,  sont  représentées  par  des  points  de 
l'axe  des  abscisses  qui  le  divisent  en  segments;  dans  le  cas  parti- 
culier où  l'on  ne  donnerait  à  la  variable  que  des  valeurs  réelles,  je 
supposerais  que  les  valeurs  extrêmes  de  x  appartiennent  à  un  même 
segment,  quelconque  d'ailleurs. 
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Les  coefficients  des  équations  (X)  et  (X')  peuvent  souffrir  des  solu- 
tions de  continuité. 

Tous  mes  calculs  sont  faits  en  vue  de  l'équation  (X);  je  rencontrerai 
souvent  des  quantités  qu'il  est  inutile  de  développer,  parce  qu'elles 
doivent  disparaître  à  la  limite,  et  dont  cependant  je  crois  bon  de  con- 
server la  trace;  je  les  désigne  toutes,  sans  distinction,  par  la  lettres. 
Ainsi  £  désignera  toujours  luie  quantité  infiniment  petite,  c'est-à-dire 
une  quantité  qui  s'annule  avec  l'accroissement  de  la  variable  indépen- 
dante. 

Mon  Mémoire  est  divisé  en  quatre  chapitres  ; 

Dans  le  premier  je  fais  connaître  une  expression   du  rapport    -— ; 

Dans  le  second  je  transforme  l'équation  (X'); 

Dans  le  troisième  j'intègre  l'équation  (X); 

Dans  le  quatrième  j'applique  ma  méthode  aux  équations  linéaires 
du  premier  ordre  et  aux  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 

Les  équations  dont  je  me  sers  sont  désignées  :  les  unes  par  des  nu- 
méros d'ordre,  les  autres  par  des  lettres;  ces  dernières  sont  celles  sur 
lesquelles  je  veux  attirer  plus  particulièrement  l'attention  du  lecteur. 


CHAPITRE  PREMIER. 

D'une  forme  qu'on  peut  donner  an  rapport  -^^  lorsque  A  2  est  une 

constante  et  j  une  Jonction  quelconque  de  z. 
5.  Soit 

une  suite  de  valeurs  quelconques  d'une  variable,  et  soit  aussi 

la  suite  des  valeurs  correspondantes  d'iuie  fonction  quelconque  de 
cette  variable.  En  représentant  par  A'^^  '^  différence  ^'"""^  de_^-;i,  et  en 
posant,  pour  abréger, 

^p—  )  0-^     ,     ii./oH  —  -i    Jo^---^  1.-2..  ..  p  -^    .)  0-< 

34.. 
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et 

'^  1  .1  .  .  .  p  -^  l  .2.  .  .  p 

pip-,)...:z.i 

^  1.1...  p  ,'«-p'M 

OU  a,  quels  que  soient  m  et  p, 

On  trouvera  la  démonstration  de  celle  expression  dans  une  Note 
sur  la  formule  de  Taylor,  que  M.  Liouville  m'a  fait  l'honneur  d'insérer 
dans  le  tome  X  de  son  journal. 

Je"  suppose  maintenant  que  les  valeurs  de  la  variable  forment  une 
progression  par  différence  dont  la  raison  est  Ar,  el,  en  me  fondant  sur 
cette  hypothèse,  je  vais  mettre  la  valeur  de  j,„  sous  une  autre  forme. 

Je  désigne  par 

les  valeurs  que  prennent  la  fonction  et  ses  p  premières  dérivées,  quand 
on  y  remplace  la  variable  par  sa  valeur  initiale  a\,;  et  je  pose 

A  Qiz)  —  aa-\-  a^- \-a.^- +  ..  .-ir  a„- ^• 

^       '  ^    '  I  1.2  l^    \  .1.  .  .  p 

Comme  on  a,  quel  que  soit  l'entier  /•, 

'■=-Â^' 
on  peut  substituer  à  Sp  l'expression  équivalente 

,     Z/»  — -ï-o  A _>•„  (;,„  — ,ro)  (z„  — .r„—  As.  A-'j-„ 

.^■"  +  — ;— 17  + TT^ 1^  +  ■  •  • 

{z^  —  x,)[z„—x,—  \z).  .  .[(z^  — .r»)  —  (/?  — I)  Az]  ^PJ, 
1.7.... p  Az'' ' 

et  cette  dernière  peut  être  remplacée  par 


PURES  ET  APPI.IQUÉES.  189 

car,  lorsque  Az  tend  vers  o,  les  rapports  — %  — ^j  •  •  •  >  — ^%  tendent 
vers  leurs  limites  respectives  a,,  a^,...,  Op,  et  le  produit 

(;„  -  J-o)  (z,«  -  JTo  —  A r) . .  .  [(!•„,  -  J-o )  —  (A-  —  1  )  Ar] 

tend  vers  (z,„  —  jCqY  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  k. 

Quant  à  la  valeur  de  Rp  on  peut  toujours,  eu  lui  ajoutant  p  termes 

identiqueinetit  nuis,  l'écrire  de  la  uîauière  suivante  : 

«    _  V  (»'  —  i){m  —  i  —  i).  ..\[m  —  i)  —  (yp  —  i)J  ,p^,  . 

'^P—Z,  ,.2.  ..y,  ^  ''-" 


mais,  si  l'on  pose  z,  =  /,,  et  si  l'on  remplace  m  par   "         et  /  par '■ 

la  différence  /;/  —  /  deviendra  ~ ':  par  suite  le  produit 

(,„  _  ,-)  (,„  _  ,■  —  i).  .  .[{m  —  ,-)  —  {p  —  i)]  ^p^, 
prendra  la  forme 

(z™  -  t,)  i^r,  -  ti  —AZ)..  .[(Z„  -  /,)   -  {p—l)Sz]       AC+'r,- 


As. 


l  .2.  .  .  p  A3?-* 

que  l'on  peut  remplacer  par 

1.2.../^  J       \ZP+'  ' 

et  l'on  trouve  ainsi  pour  j,,,,  l'expression  suivante  : 

4.  Avant  de  poursuivre,  je  ferai  remarquer  que  cette  expression 
fournit,  lorsqu'on  passe  à  la  limite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (X) 
dans  le  cas  où,  j"  n'y  entrant  que  par  sa   dérivée  de  l'ordre  le  plus 
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élevé,  elle  se  réduit  à 

Puisque  la   différence   /,  —  <,_,  ^  Az  =  Ai  s'évanouit  avec  Az,  et 
puisque  z„  =  a?  et  j„  =  j,  on  peut  remplacer  dans  l'équation  (a) 


Jm,        e(z„), 

2m, 

I  .  2 

-t.)'' 

— —  H-  z 
...  p 

et 

Az, 

respectivement  par 

j,   e(x),   X,    ! 

X  —   tj. 
1.2.. 

■P 

et 

A<; 

cette  équation  devient  alors 

j  =  e  (x)  4-  £  + 

-1  =  ^ 

2 

'i'^  — 
1.2. 

■  f 

\p*' 

'->■'-  /> 

AtP+'      " 

Ai. 


Lorsque  n  croît  indéfiniment,  les  diverses  valeurs  du  rapport  '~' 

tendent,  en  vertu  de  l'équation  (3),  vers  les  diverses  valeurs  de  x\(i,_,), 
et  comme  aucune  de  celles-ci  n'est  infinie,  on  pourra,  à  la  limite,  sup- 
primer les  infiniment  petits  £  qui  figurent  dans  la  dernière  équation, 

et  y  remplacer  le  signe  ^  par  le  signe  /  • 

On  obtient  ainsi,  pour  l'intégrale  cherchée,  la  valeur  connue 

(4)  j:^6ia-)+£y^^^X{t)dt. 

5.  Puisque  la  formule  (i)  est  applicable  à  toutes- les  fonctions  d'une 
variable,  et  puisque  p  y  représente  un  entier  positif  quelconque,  on 
peut  y  remplacer  les  diverses  valeurs  de  j-  par  les  valeurs  correspon- 
dantes du  quotient  ~,  et  p  par  p—(j,  si  toutefois  q  est  moindre  que  p. 
Si,  de  plus,  on  a  égard  à  ce  que,  Az  étant  une  constante,  on  a 
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011  trouvera 

_  A'jo    ,    niSi+'j„    ^    m  {m  —  1)  àt*^ y,    , 


''"''  ^zt  1       \zl  1.2  AzJ 

m(m  ~\)  .  .  .[m  —  /;  +  7  +  i  )  A''  r» 


R;,-,= 


1.2     ■      [P  -^  <1)  ^^^ 

.{ni—p  -\-q)  A''-^'j„         (m  —  7.)...{m—p-\-(]  —  1)  A/'+'j, 


l  .1..  .[p—q]  Azî  l  .1.  .  .{p  —  q)  iz9 

(/•" — 7).  ■  -2.  1  A''+'y„_;,+,_, 


I  ,  2.  .  .(/J  —  9)  Az» 

et 

(5)  -^==V?  +  V?- 

En  reproduisant  les  raisonnements  et  les  calculs  qui  ont  conduit  de 
la  formule  (i)  à  la  formule  (2),  on  transformera  la  formule  (5). 
D'abord,  à  l'aide  de  l'équation 


Az 

et  de  la  dérivée  ry"""'"  de  l'équation  (A),  on  prouvera  que  l'on  a 


Sp_, 


l    dzl     \„ 


— —-'■      représentant  la  valeur  de  — j^  correspondante  a  z  =  z,„. 
On  prouvera  ensuite  que  Bp_,  peut  prendre  la  foru.e 

2-    [,.2.      .(/.-./)   ^^J      A..-      ^-^ 
'.  =  2, 

et  l'on  trouvera  ainsi  la  formule  suivante 

où  l'on  pourra  attribuer  à  q  les  valeurs  entières  o,  r,  2,...,  p\  car 
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moyennant  des  conventions  bien  connues,  on  petit  considérer  l'équa- 
tion (i)  et  l'équation  évidente 


■.P  I    A3''+'  Az/--*-'  Az''+'       I 


comme  n'étant  que  des  cas  particuliers  de  l'équation  (B). 


CHAPITRE  II. 

Transjormalion  de  l\'(jHatinn  i^X'^. 

6,  Dans  le  chapitre  précédent  j  désignait  une  fonction  quelconque 
de  la  variable  indépendante;  je  supposerai  maintenant  que  cette  fonc- 
tion satisfait  à  l'équation 


(X')     ^  =Ate)  + A„(x)j+A,(.r)  ^  +A,(x)  ^  +...+A^(x) 


Aa:/" 


L'objet  du  présent  chapitre  est  de  faire  connaître  une  équation  qu'on 
peut  toujours  substituer  à  la  précédente  lorsque  les  valeurs  de  x 
forment  une  progression  arithmétique. 

Je  ferai  usage  de  deux  fonctions  que  je  représenterai,  l'une  par 
F(zl,  l'autre  par  J  [z-,  t),  et  qui  se  déduisent  simplement  du  second 
membre  de  l'équation  (X'). 

Pour  former  la  première,  je  remplace,  dans  le  second  membre  de  ;^X'), 


Aîr  rfî6   : 

-^^  par  — r-^ 
\xi   '  d-J 


x  par  z  et  -^  par      ,  „    ;  i  ai  ainsi 

I  \.Tl    '  fl:Ll  ■' 


I   F(z)^A(.)  +  Ao(z).e(.)-+-A,(z)^'+A,(-)^U... 


Pour  former  la  seconde,  je  néglige,  dans  le  second  membre  de  (X'), 

Aîr  ,z  —  t)P-l 

le  terme  A(x),  j  y  remplace  x  par  z  et  -^  par   ^^       ;;-y)'  ^^  'i"' 
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me  donne 

{f{z,t)=A,iz)t=:^+A,{z)    ''-;^^"'     +A.(.)    ^"/^^"'     +- 

\J   ^    ^      '  "^    '    1.1. ..p  '\    '   1.2...(p — l)  '^    '   1.2. ..(p  — 21 

(D) .  ^  _  ^'^      '  ^         ^ 

On  remarquera,  comme  conséquence  des  hypothèses  faites  sur  les 
coefficients  de  l'équation  (X')  (n°  *i),  que  ces  deux  fonctions  n'auront 
que  des  valeurs  6nies. 

Ceci  posé,  je  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (R)  par 
Ay  (-m)»  ce  qui  me  donne 


A, 


(^'«)  L^  j.  +  ='  +    I^     L-^^'^^'")    .■2...(p-,)    +  ^j   -71^  '^^' 


car  Aç  (z,„)  étant  finie,  tous  les  produits  A^(;,„) .  z  ont  pu  être  remplacés 
par  z. 

Je  remplace  successivement  dans  l'équation  précédente^  par  o,  i, 
2,...,  />,  j'ajoute  membre  à  membre  les  résultats  et  l'identité 

A  (3,n )  =  A  \z,„ )  ; 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (X'),  (C)  et  (D),  je  trouve,  après 
réduction,  l'équation  suivante 

d'où  je  pourrai  déduire,  en  y  remplaçant  m  par  o,  i,  2,...,»,  n-\-\ 

équations   contenant    les    n -\-  i    rapports    ^°,  ^,...,  — ril. 

L'élimination,  entre  ces  équations,  des  n  premiers  de  ces  rapports  me 
fournira  une  valeur  du  dernier  cpie  je  pourrai  substituer  à  l'équa- 
tion (X'),  car  s„  =  a:  et  j„  =  y. 

7.  Pour  faciliter  cette  élimination  que  je  ne  ferai  que  partiellement, 

TomeIX(2«série),— JciN  1864.  a5 
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et  surtout  pour  faciliter  la  recherche  de  ce  que  le  résultat  devient  à  la 
limite,  je  me  servirai  desfonctious  définies  par  les  équations  suivantes, 
où  la  notation  [G  (a?,  a)]a=4  exprime  que  b  doit  être  substituée  à  a 
dans  G  [pc,  a)  : 

f„{jo,  z)  =  f  {x,  z), 

j\ {X,  z] = r  r j\{x,  z)f{z,  t) d^  , 

(E)  {    /î  {^y  z)  =  ^   J\  [x,  z)  f  (z,  t)  ^sj^__' 


fç^x,  z)  =  l^jf  f^[x,  z)f[z,  0^2j^_  ' 


Ces  fonctions  satisfont  aux  deux  équations  suivantes,  où  r  et  s  dési- 
gnent deux  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  finis,  et  z,  une  valeur  fixe 
dez. 


r,„  =  ar-î-rA2: 


(7)       2      [¥{z,,)  +  {\U,{x,z,,)  +  {\^z^^+^Y{z)f,{x,z)dz, 


l=„,=^-*-''AJ 


Pour  démontrer  que  ces  équations  sont  toujours  vraies,  je  ferai 
remarquer  d'abord  que,  puisque  ^(c,  t)  est  finie  quels  que  soient  z  et  t, 
si  de  plusyy(j:,  z)  l'est  aussi,  les  éléments  de  l'intégrale 


jjMoc.z)f{z,t)dz 


seront  tous  infiniment  petits   quels  que   soient   z  et   t,  et  par  suite 

./?+!  [^-^  z)  sera  finie  et  continue;  or/o  [x,  z)  est  finie,  donc  les  fonctions 

j(i,j\ijï-,---i  sont  finies,  et,  à  partir  de  la  seconde,  elles  sont  continues. 

Ce  point  fixé,  et  comme  F(Zm)  est  finie,  on  voit  que  les  premiers 
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membres  des  équations  (7)  et  (8)  peuvent  s'écrire 

X.T  -H  rdt  r  r^~^  '^^'  1 

Y{z)f,[x,z)Hz     et     [s+j^  /(2,  ^■)y,(^,  z)^/z|__, 

et,  en  retranchant  de  chaque  intégrale  un  nombre  fini  r  d'éléments  in- 
finiment petits,  ces  premiers  membres  auront  pour  expressions 


£  + 


r  F  [z)f,,  (X,  z)  dz     et     c  +/ï+,  (x,  z; 


L'équation  (7)  est  donc  démontrée.  Pour  achever  de  démontrer  l'équa- 
tion (8),  il  suffit  de  faire  remarquer  que  la  différence 

/,+,  [x,  z  +  s^z)  —Jg+,  (x,  z) 

est  infiniment  petite,  puisque  s  est  an  nombre  fini  et  y^^.,  [jc,  z)  une 
fonction  continue  de  z. 

Les  équations  (7)  et  (8)  vont  me  suffire  pour  faire  l'élimination  que 
j'ai  en  vue,  mais,  dans  le  chapitre  suivant,  je  reviendrai  sur  les  fonc- 
tions définies  |)ar  les  équations  (E). 

8.   I^orsqu'on  remplace  m  par  n  dans  l'équation  (6)  elle  devient 

^  =  F(z„)  +  s  4-  ;^  [/(-'  o  +  ^1  ^Si^  ^-; 

mais  on  a  j'„=7-,  àz=  Ajt,  Z(,:=X(,,  -„  =  j:  et  /,  =:  r,;  et,  comme 
/{z,  t)  est  une  fonction  entière  de  t,  on  peut  substituer  _/(x,  z,_,)  +  £ 
a  y  (z„,  ^,);  en  faisant  ces  changements  daus  l'équation  précédente,  et 
en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (E),  on  trouvera 

^  =  F(x)  +  £-i-"2:      [y„(x,r,_.)  +  £]^^Az; 


et  cette  dernière  équation  deviendra,  en  remplaçant  /  —  i  par  ru, 

25.. 
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Je  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (6)  par  [Jo{-x-\  z,„)4-e]Az; 
j'ai  ainsi 

[yo(.x,  z.,„)  +  £]^Az  =  [F(z,„)-h£][/o(x,  Z,„)+£]AS 


+  2;  [f(z,n,  h)  +  s]  [y„ (,r,  .,„)  +  .]  Az  '-^-^;,-'  ^z. 


En  remplaçant  dans  cette  dernière  équation  m  par  o,  1 ,  2 , . . . ,  /i  —  i , 
et  en  ajoutant  les  résultats  membre  à  membre,  la  somme  des  premiers 
membres  sera 

"'2      [y„(^,z,„)  +  s]^Az; 


la  somme  des  termes,  placés  dans  les  seconds  membres  en  dehors  des 
signes  V,  aura  pour  expression 

2       [F(z„)  +  £][ye(x,  Z„)4-£]AZ, 

^„,  =  ^0 

ou,  en  vertu  de  l'équation  (7), 

Jx, 

enfin  le  coefficient  de        p"^',  '  Az  aura  pour  valeur 

^      [fi^m,  ti)  +  e]  [^0 [x.  z,„)  +  e]  Az, 
ou,  en  vertu  de  l'équation  (8), 

t  -hj,  (JT-,  Z,-_,).  ..     , 
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f^  résultat  de  tout  ce,  calcul  sera  donc 

'"2:  [yo(^,--,.)  +  ^]^"A. 

=  jT'f  (z)/e  {X,  z)dz  +  ,+       J^       [/.  (^s  z,_.)  +  6]  ^^  A:.. 

En  ayant  égard  à  cette  équation,  et  en  y  reuiplaraut  /  —  i   par  ni. 
l'équation  (9)  deviendra 

^.r  »,,.=  '- ^-i- 

Je  reprends  l'équation  (8)  et  je  multiplie  ses  deux  membres  par 

[/.  (J^,  --,«)  +  sjAz, 
ce  qui  me  donne 

[y;  [X,  z„)  4-  £]  :^"  A=  =  [F  (--,„)  +  h]  [J\  [x,  zJ  +  =]  A. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  m  par  o,  1,2,...,  «  —  2,  et  en  ajoutant 
les  résultats,  on  verra  que  la  somme  des  premiers  membres,  celle  des 

termes  placés  dans  les  seconds  membres  en  dehors  des  signes  2,  et  \v 
coefficient  de  — ^  '^'^  '  Az,  ont  respectivement  pour  expressions 


A  Z ''■*"' 
z„,  =  x  — 2Aî 


AP+'r™ 


1  [/.(^S^-J  +  el^^-Az, 

X  — 2  Az 

2  [F(z,„)-f-£][/.(^-,  r,„)  +  £]Az, 

■r—  aAr 

2       [J\'m.h)  +  ^][Mx,z,,)-^t]^:, 


«„.  =  x  — 2AZ 


m  9 

«„,  =  j  —  a  A  r 
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et  ces  deux  dernières  pourront  être  remplacées,  en  vertu  des  équa- 
tions (7)  et  (8),  par 

£  +  /     F (5)/,  {jc,  z) dz     et     £  +/j  [x,  Zi_,); 

ce  nouveau  calcul  conduira  donc  à  l'équation 

z„,  =  X  —  2  A  s 

2      [fM,z^)  +  ^]'^i,z 

',,,  =  ^0 

=£   F  {z)J,  {X,  z)dz  +  ,+       J^       [/,  [X,  z,_0  +  £]  ^^  Az; 


"1-1  — -^0 


et  celle-ci,  après  substitution  de  m  à  i  —  i,  permettra  de  remplacer 
l'équation  (10)  par  la  suivante 


^  =  F  (.r)  +  s  +jy  {z)fo  {X,  z)  dz 


A 

(l  l)    (  __  Î„=X  — 3Aj! 


F{z)f,{x,z)dz+E+     2     [/2(-^'2'«)  +  ^]Sf^Az. 


^zP■*-' 


Les  raisonnements  et  les  calculs  qui  m'ont  conduit  de  l'équation  (9) 
à  l'équation  (jo),  et  de  celle-ci  à  l'équation  (i  i),  peuvent  être  répétés 
autant  de  fois  qu'on  voudra;  par  analogie  on  peut  donc  poser 

^^F(x)+£+  rF(z)/o(x,.)./z  +  £ 

t/x„ 

-t-  /     F  (z)/,  (x,  z)  4- £  +  I     F{z)f.{x,z)dz-hî-h-... 
+  /,    F(z)/,_,(a-,z)r/z+£+     2     [y.^^.^-)+^]S^^- 


Il  est  d'ailleurs  aisé  de  démontrer  en  toute  rigueur  que  cette  équation 
est  toujours  vraie. 
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D'abord,  quand  on  y  pose  q  :=  2,  elle  coïncide  avec  l'équation  (i  i); 
pour  prouver  que  l'équation  (F)  est  générale,  il  suffit  donc  d'établir 
que  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur  de  ^,  elle  l'est  encore  pour  la  va- 
leur suivante. 

A  cet  effet,  on  multipliera  les  deux  membres  de  l'équation  (6)  par 
[Jq{x,  z„)  -+-  s]  Az;  on  aura  ainsi  une  nouvelle  équation  où  l'on  rem- 
placera successivement  m  par  o,  i,  2,...,  n  —  q —  i.  On  additionnera 
les  résultats;  la  somme  des  premiers  membres  sera 

2         [/,(.r,z,„)  +  s]^Ar, 


et  des  raisonnements  semblables  à  ceux  que  j'ai  déjà  faits  deux  fois 
montreront  que,  à  l'aide  des  équations  (7)  et  (8),  la  somme  des  seconds 
membres  peut  s'écrire 


./ 


F(z)/,(^,r.)./z4-s+  2  U-(-^'  -'«)  +  ^]^^- 


or  la  substitution,  dans  l'équation  (F),  de  cette  dernière  expression  à 
la  précédente,  fournit  le  même  résultat  que  la  substitution,  dans  la 
même  équation,  de  (j  +  i  k  q  :  donc  l'équation  (F)  est  générale. 


CHAPITRE  III. 

Intégration  de  l'équation  (X). 

9.  Je  viens  de  prouver  que  les  équations  (F)  et  (X')  sont  équivalentes 
quelle  que  soit  la  constante  Ax;  l'équation  différentielle 

^^)    ^=A(x)+Ao(x)j+A.(x)  g  +A,(^-)  g  +...-HA,(.r)  g 

est  donc  équivalente  à  ce  que  devient  l'équation  (F)  lorsqu'on  y  pose 
Ax  =  o,  car,  à  cette  limite,  l'équation  (X')  se  confond  avec  l'équa- 
tion (X). 
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Je  vais  montrer  que,  à  la  limite,  le  second  membre  de  l'équation  (F) 
peut  être  remplacé  par  une  série  convergente.  Ma  démonstration  sera 
fondée  sur  deux  lemmes,  savoir  : 

1°  Les  fonctions  définies  par  les  équations  (E)  sont  les  termes  d'une 
série  convergente; 

2°  Toutes  les  valeurs  du  rapport        ^,  sont  finies. 

10.  i^Si  l'on  suppose,  pour  plus  de  clarté,  que  u  et  psont  les  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  point  du  plan,  chaque  valeur  de  la  variable  de 
la  forme  u  -h  i>  \  —  i  sera  représentée  par  un  point,  et  la  droite  joignant 
deux  de  ces  points  sera  le  module  de  la  différence  des  valeurs  qu'ils 
représentent.  En  conséquence,  en  désignant  par  s  l'arc  commençant 
au  point  fixe  x,  se  terminant  an  point  variable  z,  et  le  long  duquel 
toutes  les  intégrales  sont  prises,  on  aura 

mod.  r/s  =  mod.  (—  dz)  =  ds. 

Et  puisque,  pour  toutes  les  valeurs  de  ;  et  de  t  que  l'on  considère, 
/  (z-,  t)  est  finie,  son  module  ne  peut  surpasser  un  nombre  fini  M. 

Ceci  posé,  je  dis  d'abord  que,  s'il  existe  une  fonction  réelle  et  posi- 
tive de  s,  G  [s],  dont  les  valeurs  surpassent  les  valeurs  correspondantes 

du  module  de^^  (.r,  z),  les  valeurs  de  la  fonction  Ml     G  [s]  ds  surpas- 

«-  o 

seront  les  valeurs  correspondantes  du  module  dey^+,  (x,  z). 
En  effet  ou  a,  quel  que  soit  /, 

mod.  [-  Jg  {x,  z]  f{z,t)  dz]  <  MG  [s)  ds  ; 

les  modules  des  éléments  de  l'intégrale 

f^J,(^X,  Z)/(Z,   t)dz:=   j       [-J,{X,Z)f{z,n]dz 

sont  donc  plus  petits,  quel  que  soit  f,  que  les  éléments  correspondants 
de  l'intégrale 
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et  comme  le  module  d'une  somme  est  moindre  que  la  somme  des  mo- 
dules de  SCS  termes,  on  a 


mod./,^,  (.r,  r)  <  M  f  G  (^)  ds. 

t/O 


En  se  fondant  sur  cette  inégalité  et  sur  ce  que  le  module  deyo  [^i  2) 
est  plus  petit  que  M,  on  établira  sans  peine  que  les  termes  de  la  série 
convergente 

Me*^'  =  M  +  M h  AI h... 

I  1.2 

sont  respectivement  plus  grands  que  les  valeurs  correspondantes  des 
modules  des  fonctions 

J01    Jii    J21  — 
On  peut  donc  poser 

(G)  (f  [x,  z)  =/o  (.r,  z)  +/,  (x,  z)  +/.  [x,  z)  -+-..., 

et  ç)  [x,  z)  désigne  une  fonction  de  valeur  finie. 

Cette  conclusion  est  indépendante  de  la  forme  de  la  ligne  d'intégra- 
tion; elle  ne  suppose  qu'une  chose,  c'est  qu'en  chaque  point  de  cette 
ligne  les  coefficients  de  l'équation  (X)  ont  des  valeurs  finies.  Mais 
on  se  souvient  que  toujours,  pour  nous,  la  ligne  d'intégration  est 
droite. 

1 J  .  2°  Je  désigne  par  N  et  M,  des  nombres  plus  grands  que  les  plus 
grands  modules  des  valeurs,  toujours  finies,  de 

F(z,„)  +  £     et     /(z,„,  /,■). 
En  posant 

mod.  Az  =  A,f, 

et  en  me  fondant  sur  ce  que  le  module  d'une  somme  est  moindre  que 
la  somme  des  modules  de  ses  termes,  je  déduis  de  l'équation  (6) 


m 


i  —  r  :=  m  —  I 

°d.^<N  +  M,A.     2     naod.^^^'''- 


i  — 1  =  0 
Tome  IX  (î'  série)  -  Ji;i>  iSG',.  26 
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Je  vais  prouver  d'abord  que  si  R  est  un  nombre  fini  phis  grand  que> 
le  second  membre  de  cette  inégalité,  Ke^''^^  est  un  nombre  plus  grand 
que  le  second  membre  de  l'inégalité 


t  — 1  =  m 


mod. Z^<N-i-M,Aj    y    mod. 


Azl'- 


qui  se  déduit  de  la  première  en  y  remplaçant  m  par  m -h  i . 
En  effet,  la  seconde  inégalité  peut  s'écrire 

N  +  M.A.     2      "-'-^^ 

i  — 1  =  0  J 

+  M.A..[mod.^f;»]; 

or  ce  second  membre  est  moindre  que 

R(i  +  M,A^), 
et,  à  fortiori,  moindre  que 

car  e  '^*est  la  somme  d'une  série  à  termes  tous  positifs,  et  dont  les 
deux  premiers  sont 

i  +  M,  Aj. 

Il  est  aisé  de  voir  maintenant  que  les  valeurs  des  rapports 

AP-^'T.        A^-^'.r,        Af+'^r,    _  _  _         Af+'/„_(^+,) 
■  à.zP+'  '       \zP+'  '       \zP-^'  »  •  •  •  '  Az/"*'        ' 

sont  toutes  finies.  Car  le  module  de  la  première  étant  moindre  que  N, 
on  prouvera  de  proche  en  proche,  à  l'aide  de  la  proposition  que  je 
viens  de  démontrer,  que  les  modules  de  ces  valeurs  sont  respective- 
ment moindres  que 

ou  que 
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en  représentant  généralement  par  s'^  la  distance  du  point  Xq  au 
point  Zy. 

On  voit,  pour  le  dire  en  passant,  que,  s^  et  s\  désignant  les  distances 
du  point  intermédiaire  z^  aux  extrémités  de  la  droite  x^x,  en  repré- 
sentant par  S  la  longueur  de  cette  droite,  on  a 

Sr-\-  s'^  =  S. 

12.  De  l'équation  (G)  je  déduis 

=  F(ar)+/     Y[z)J,{x,z)dz+\     F{z)f,[x,z)c{z-h... 

^jf   F(2)/,_.(.r,  z)^z+.... 

Il  est  évident  que  le  second  membre  est  une  série  convergente;  je  vais 

prouver  que  -r-r^  en  est  la  somme. 

D'abord,  puisque  cette  série  est  convergente,  l'équation  précédente 
peut  s'écrire 

F  (a-) -H  /     fiz)^{a.;;^)dz 

(l2j   ^  x  X  ' 

=  F(x)+  r  V{z)f{x,z)dz-^...+  f  F(z)/,_,(.r,  2)r/z  +  ce='<^, 

c  désignant  un  nombre  positif  qui,  pour  une  valeur  finie  de  q  et  pour 
les  valeurs  plus  grandes,  eât  moindre  qu'un  nombre  donné  aussi  petit 
qu'on  voudra. 

Ensuite,  puisque  les  modules  des  quantités 

/(^    ,   )     et     ^^^^ 
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sont  plus  petits  que 

M-J^î^     et     N(e^'.)X 

1 .2. . .9  ^  '       ' 

et,  àjoitiori,  plus  petits  que 

M  ■ et     N  (e  ')  > 

l  .7..  .  .q  ^         '    ' 

on  a,  en  désignant,  pour  abréger,  par  C  la  constante  MN  (e"')^, 
mod.  [/,(a-,  z,„)  ^^  Ar.J  <  C  ^-^— ^  A.. 
Eu  conséquence,  le  terme  complémentaire  de  l'équation  (F)^  savoir 

t^  =  x—{q-i-\)  Iz 


2  U(^-,^-.)  +  s]^7#A2, 


A''-*-'^^ 


qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante,  puisque  le  produit  £ ^  Az 

est  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 


4/"+' 


^+l,fÀ^,^:nr~r~^z, 


a  pour  module  un  nombre  moindre  que 

C >  aj  =  es 


1 .2.  .  .<7   A^  I  .2. .  .9 

*m  =  ^0 


L'équation  (F)  peut  donc  prendre  la  forme 

!^  =  F(x)+  r   Y{z)f,{x,z)dz+rY{z)J\[x,z)dz^... 


-f   F{z)f,.,{a:,  z)dz  +  {q  +  2)e'  +  c'e'''^, 
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c'  désignant  un  nombre  positif  qui,  pour  une  valeur  finie  de  q  et  pour 
les  valeurs  plus  grandes,  est  plus  petit  qu'un  nombre  donné  aussi  petit 
qu'on  voudra,  et  s' la  moyenne  des  e  placés  dans  1  équation  (F). 

En  retranchant  la  dernière  équation  de  l'équation  (12),  on  trouve 

1-  (x)  +  r   F  (z)  y  (x,  z)  dz  -  ^^  =  ce'"^'"-  c'e«'v'~-  (7  +  2)  s' 

pour  toutes  les  valeurs  de  Ax  et  de  q. 

Si  maintenant  on  pose  Ax  =  o,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs 
finies  de  q, 


'{pc)+j   ¥{z)(pix,z)dz- 


,     •'  =  ce^      —  ce   ^ 


Ix'  second  membre  de  celte  équation  est  identiquement  nul,  puisque 
c  et  c'  sont  plus  petits  que  des  nombres  donnés  quelconques  pour  des 
valeurs  finies  de  q.  On  a  donc  finalement 

13.   En  intégrant  les  deux  membres  de  l'équation  (H)  de  Xq  a  x,  et 
en  se  souvenant  que  fl^'est  la  valeur  initiale  de  -yy^  on  trouve 

^P=^Cp+£   F  (:r)  dx  +j^    c/x£   F  (z)  cp  {x,  z)  dz. 
Une  nouvelle  intégration  introduirait  la  constante  rt^,  et  donnerait 

+  1     dx  \     dx  I     F(z)y  (JT,  z)c/z. 

Jx^  t/jr,  Jx, 

Enfin,  en  représentant  par  tfol-^")  ^^  P^''  ^  (•^)  '^^  résultats  obtenus  en 
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intégrant  p  +  i  fois,  et  chaque  fois  de  .Tq  à  x, 


F(^)     et     jrV(r;,y(^,  .)./,., 


la  valeur  de  j  s'écrira,  en  ayant  égard  à  l'équation  (A), 

(J)  J  =  0{x)-^^^{x)^W[x). 

Si  l'on  voulait  cette  valeur  développée  en  série  convergente,  on  inté- 
grerait {p  +  i)  fois,  et  chaque  fois  de  x^  à  x,  les  quantités 

Y{œ\      f  F{z)fo{x,z)dz,      f\{^/,(x,z)dz,..., 

et,  en  représentant  les  résultats  par 

%(j:),   4/,  (^),   <^„{x),..., 
on  aurait,  en  vertu  de  l'équalion  (12  , 
(J')  j  =  d  (.r)  +  ^„(.r)  +  ^,  [X)  +  ^.,  (jt)  -(-  .... 

14.  Les  équations  (H)  et  (J)  font  voir  qu'une  fonction  est  dé- 
terminée lorsqu'elle  est  assujettie  à  satisfaire  à  une  équation  linéaire 
donnée  de  l'ordre  p-'r  i,  et  lorsqu'on  connaît  sa  valeur  et  celles  de 
ses  p  premières  dérivées  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  indé- 
pendante. Les  mêmes  équations  montrent  encore  que  le  calcul  de 
cette  fonction  se  réduit  'd  p  -\-  1  quadratures  [ou  à  deux  seulement  si 
l'on  fait  usage  de  l'équation  (4)]i  dès  qu'on  connaît  les  deux  fonctions 
auxiliaires  y  [x,  z)  et  F(x). 

S'il  y  avait  quelque  utilité  à  imposer  des  noms  à  ces  dernières,  je 
nommerais  l'une,  o  (x,  z),  h  Jonction  générique,  et  l'autre,  F  [x],  la 
fonction  indii>iduelle. 

Ces  dénominations  sont  faciles  à  justifier.  Toutes  les  fonctions  qui 
satisfont  à  l'équation  (X),  en  y  considérant  A  [x]  comme  une  fonction 
arbitraire,  et  les  coefficients  de  j  et  de  ses  dérivées  comme  des  fonc- 
tions données,  peuvent  composer  un  genre  caractérisé  par  le  système 
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de  ces  coefficients;  et  ce  qui  distingue  chaque  fonction  de  ce  genre  des 
autres  fonctions  du  même  genre,  ce  sont  le  terme  A(x)  de  l'équation 
différentielle  parlicidière  à  laqut-lle  elle  satisfait,  et  le  système  de  sa 
valeur  initiale  aget  des  valeurs  initiales  fl,,  rto)--,  «^p  de  ses p  premières 
dérivées.  Or  les  équations  (II)  et  (J)  montrent  que  toute  solution  j" 
d'une  équation  linéaire  est,  si  l'on  peut  parler  ainsi,  le  résnitat  de  la 
combinaison  par  voie  de  quadratures  de  deux  fonctions,  savoir  : 

La  fonction  9  (x,  z)  qui,  ne  contenant  ni  constantes  arbitraires  ni  le 
terme  A  (a?),  est  déterminée  par  le  système  des  coefficients  caractéri- 
sant le  genre  auquel  appartient  j; 

La  fonction  F{x),  qui  contient  A(x),  la  valeur  initiale  delà  variable 
et  les  valeurs  initiales  de  j  et  de  ses  p  premières  dérivées,  en  un  mot 
tout  ce  qui  individualise  la  fonction  j-. 

Les  fonctions  composant  un  même  genre  pourraient  être  groupées 
en  espèces,  caractérisées  chacune  par  le  terme  A(jr)  de  F(x).  Les  fonc- 
tions appartenant  à  une  même  espèce  satisferaient  à  une  même  équa- 
tion différentielle  particulière,  elles  ne  seraient  donc  que  les  solutions 
renfermées  dans  l'intégrale  générale  de  cette  équation.  Cette  intégrale 
générale  est  fournie  par  l'équation  (J),  en  y  considérant  a^,  n,,..., 
rtp  comme  des  indéterminées;  F  (x),  qui  est  alors  une  fonction  de  ^  -+-  2 
variables  indépendantes  x,  ûg,  a,,...,  pourrait  être  nommée  dans  ce 
cas  \r  Jonction  spécifique. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  l'utilité  et  de  la  convenance  de  ces  dénomina- 
tions, je  n'en  ferai  pas  usage. 

F(z)  s'obtient  sans  calcul  et  de  la  manière  la  plus  simple  au  moyen 
de  l'équation  (C);  les  équations  (E)  font  connaître  les  termes  de  la 
série  dont  çp  [x,  z)  est  la  somme;  le  calcul  sera,  en  général,  très-labo- 
rieux. Avant  de  clore  ce  chapitre  je  vais  donner  une  nouvelle  défini- 
tion de  ç  (.r,  z)  qui  peut,  dans  quelques  cas,  en  abréger  la  recherche. 

15.  Ce  qui  me  reste  à  dire  est  fondé  en  partie  siu'  la  transformation 
siiivanle. 

Si  l'on  a 


a  = 


*J  Z 


t]dz 
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je  dis  qu'on  pourra  toujours  poser 

(.3)  ^=_M(.,.,,)  +  [j("lii%iilA]_^_. 

En  désignant  par  N  (.r,  z,  t)  l'intégrale  générale  de  la  différentielle 

Mfx,  z.  t)dz,  on  aura 

I     M  (.r,  z,  t)  dz  —  N  (x,  ar,  ^  —  N  (x,  z,  <). 

et  par  suite 

^^  =  N  (x,  .r,  z)  —  N  (.r,  z,  z)  ; 

donc 

f/«  _  (  rf/N(^,  ;,  ?)  1  rrfNf-r,  z,  f)!         _  TrfNf^,  z,  f)"|        , 


or 


et 


[  dt  J,=  ^         L  ^t  \z  =  z~J,  dt 


donc  enfin 


J=-M(x,z,z)  +  [jf^^^Hji^^,]^^. 


dz 


et  la  formule  (i3)  est  démontrée. 

On  démontrerait  de  même  la  formule  suivante 


dti         ,,  ,  \ 

—  =  M  (x,  X,  z)  + 


J-.M(.,z,.)^^^j 


IG.  La  fonction  (j5(x,  z)  a  été  définie  par  la  série  convergente  dont 
elle  est  la  somme;  je  vais  montrer  qu'elle  satisfait  à  un  système  d'équa- 
tions faciles  à  déduire  de  l'équation  (X). 

J'ajoute  les  équations  (E),  et,  en  ayant  égard  à  l'équation  (G),  je 
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froiivp 


«p(x,2)  =  /(x,  z)+       I     <f[x,z)f{z,t)d. 


u 


l. 


Par  suite,  et  eu  faisant  usage  de  la  formule  (i3), 


dtf(x,  z)         df[x,,  z) 


9(.r,  z)/(z,  z) 


dz  dz 

mais  l'équation  (D)  me  donne 

/(z,  zl  =  A,(z), 
donc 


f 


\i^,,i,'ntjid\_j 


d'>[:r,z)  .     ,.      ,  s  dffx,z)     ,     \    f     ,  .'lf{z,t)     ,1 

-^lîT-  +  -^^  (^)  ?  (^'  ^)  =  -^^T-  +  [  j,    ?  (■^'  ^•)  -ITT-  ^^^J,^, 
Un  calcul  semblable  au  précédent  donnera 

£^  +  "\i'~hi-'^)  _  A,_,  (z)  9  (.r,  z) 


d'/jx,  z) 
dz' 


[n 


..  d\ffz,  t)     , 


].: 


et  de  proche  en  proche  on  sera  conduit,  quel  que  soit  A,  à  l'équation 


(i4) 


dz''  dz''-'  dz' 


..  +  (-i)*-'A,_,,. 


dz^ 


Lorsqu'on  pose  z  =  x,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit 
.■Y  5  ou,  comme  le  montre  l'équalion  (D),  à 

Ap_/,(x);  on  a  donc  encore 


('5)  [5+^'^-- 


•/*-'A^_, 


dz''-' 


(  -  1  )"-  '  Ap_*^  '  ?  I .  ^ ,.  =  'V*  W  • 


Comme  /  (z,  <)  est  une  fonction  entière  et  du  degré  /;  par  rapport 

Tome  IX  (j»  série).—  Juix  i8G.'|.  27 


I 
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dtP*'      —  o     ei  ^^^^,       —  o , 

en  conséquence,  l'équation  (i4)  devient,  quand  on  y  pose  k  =  p-h}, 

.    r..       dP+'^         dPkpm         dP-'A„_.o         dP-'A„_,<f  , 

Ainsi  la  fonction  ip  (.r,  2)  est,  à  l'égard  de  z,  une  des  solutions  de 
l'équation  (16).  Pour  achever  de  la  définir,  on  déterminera  les  p -4-  i 
quantités  arbitraires  indépendantes  de  z  qui  figurent  dans  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (16),  en  assujettisaut  cette  intégrale  générale  à 
satisfaire  aux  p  +  i  équations  obtenues  en  posant  successivement  dans 
l'équation  (i5)  A"  =  o,  A  =3  i.  A'  ^  2,...,  ^-  =^. 

17.  L'équation  (16)  est,  comme  l'équation  (X),  linéaire  et  de  l'ordre 
p  -H  I,  et  sa  résolution  présentera,  en  général,  les  mêmes  difBculfés; 
dans  certains  cas  cependant  la  résolution  de  la  première  sera  plus 
facile  que  celle  de  la  seconde;  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si 
l'équation  (tô)  développée  ne  contenait  pas  de  terme  en  ç.  On  pourrait 
donc  se  proposer  de  déduire  une  troisième  équation  de  l'équation  (16), 
comme  celle-ci  a  été  déduite  de  (X),  puis  de  cette  troisième  d'en  déduire 
une  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  dans  l'espérance  de  rencontrer  une 
équation  différentielle  facile  à  résoudre,  et  dont  l'intégrale  générale 
conduirait,  eu  remontant  et  de  proche  eu  proche,  à  l'intégrale  de- 
mandée. 

Cette  espérance  serait  vaine,  car  je  vais  prouver  qu'en  opérant  sur 
l'équation  (16),  coiimie  on  l'a  fait  sur  l'équation  (X),  on  retrouve  celle- 
ci  privée  seulement  du  terme  k[x). 

La  comparaison  des  deux  équations  (X)  et  (16)  montre  que  l'on 
obtient  la  seconde  lorsque,  après  suppression  de  k[x),  on  remplace 

dans  1  équation  [^ i  — -^p-k -jjfr,   par  +  (—  0       ^./t  ^  et   on  sait 

que  le  développement  de  cette   dernière  quantité  est  le   même  que 
celui  de 

('7)  +(-.)*?(^+.V.,^''~ 
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en  considérant,  dans  ce  dernier,  les  exposants  comme  des  indices  de 
dérivées,  et  en  y  remplaçant      ^_J  par  Kp_^  'irp:!' 

Si,  dans  réquation  (16)  ainsi  obtenue,  on  fait  les  mêmes  change- 
ments, en  siiijsliliiaiit  .r  et  j  à  2  et  ç,  le  développement  de  l'expres- 
sion (17)  sera  reni|)lacé  par  celui  de 


18) 


-J 


^.+  .V,)-.v,]'' 


etl'éqnation  (X)  sera  reproduite. 

En  effet,  le  terme  général  de  l'expression  (17),  savoir  : 

deviendra 

1/)-/.-, 


(-)'"c,j[^^  +  (a;_,)]' 


et  celte  quantité  peut  être  représentée  symboliquement  par  le  terme 
général  de  l'expression  (18),  savoir  : 


/   (l  .  \/'-A-' 


^-'^^'^'-'^^'[li-^   ^ !>-'']  ^/'-'■" 


puisque  les  symboles  [k'p^iX  et  A/i_A.A/,_A  représentent  tous  deux 


CHAPITRE  IV. 

Intégvnlion  des  cquatio/is  lineaitvs  du  premier  ordre  et  des  équatioti<! 
linéaires  à  coefficients  constants. 

18.  Lorsque  p  =  o,  les  équations  (X)  et  (D)  se  réduisent  à 
(■9)  |=A(.r)-f-jA„(^), 
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et  en  posant 

A„{z)dz=dP{z), 
les  valeurs  de 

fo{^,  z),     J]{JC,  z),     J.{x,  z),  •  •  -, 
fournies  par  les  équations  (E),  seront 

A„(a:),     A„(^)[P(.t)-P(z)],     Aofx)f-îi^l^=^M:,...: 

l'équation  (G)  devient  donc 

<f[x,z)  =  k^{x)e^^^\e-^^'\ 
Dans  le  même  cas,  les  équations  (A)  et  (C)  se  réduisent  à 

Q  (z)  -  Ho, 

¥{z)^.\{z)  +  n,k,[z), 
et  l'équation  (H)  à 

(ao)|=:A(.r)  +  «oAo(^)  +  Ao:x)/Wr%-PW[A(z.)  +  r7„A„(z)j^r. 

En  posant 

k{z)e-^^'\tz=dYi[z) 
et  par  suite 

puis  en  remarquant  que  de  la  valeur  de  ^P(z)  on  déduit 
e-''^''k,[z)dz^-de~''^''^ 


et 


^.w=^^' 
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réquation  (20)  prendra  successivement  les  formes  suivantes 

±  =  A{x)  +  Ao  (a-)  e^  W  [R{x)  -  R  (a-,)]  +  a.  A»  (.r)  c^^^' .  e"''^'-. 

<r  _  rf !/(")[R(.r)-R(^J]  !  p (,;j  rf^P  W 

L'rquation  [J)  donîie  donc 

(ai)  j  =  a„+J'^i/W[R»-R^x„)]i  +  .7oe-''^'")jr'^/^'>. 

En  effectuant  les  intégrations  et  en  remplaçant  P  (jt)  et  R(x)  —  R(.Zo^ 
par  leurs  valeurs,  l'équation  (21)  fournit  le  résultat  connu 


J  =  e-^ 


—  p  r  1 
^0  f" 


^-+    /     A(.r)e    -^  dx\. 


19.  Avant  de  passer  à  l'intégration  des  équations  linéaires  à  coeffi- 
cients constants,  je  vais  définir  une  notation  qui  simplifie  l'expression 
et  qui  facilite  le  calcul  de  certaines  quantités  se  présentant  sous  la 
forme  d'intégrales  définies. 

Lorsqu'un  polynôme  entier  à  coefficients  constants 

i  .  i .  .  .  m  I  .  3  ...  (m  —  I  j  1  .  2 ...  m  —  2 

se  déduira  d'iui  second  polynôme 

Ao a '«  -h  A , a "'- '  -f-  A,  X'"-  ■'+...  +  A,„_,  x'  +  A,„_,  a-  +  A„„ 

en  divisant  chaque  terme  de  celui-ci  par  le  produit  de  tous  les  nombres 
entiers  n'excédant  pas  le  degré  de  ce  terme,  je  désignerai  le  premier 
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de  ces  polynômes  par  Tf{jc)\  ou  par  fT.r),  lorsque  le  second  sera 

désigné  par^  (x). 

En  conséquence,  j'écrirai 

(22)  I /rx)<T?j"  =  rx/(.r)]-H  const. 

Soient  deux  polynômes  entiers  et  à  coefficients  constants 

F(j)  =  Boj''+B,j''-'  +...+  B^,  j+Bp; 

si,  en  désignant  par  a  une  constante,  on  a  entre  les  deux  variables  .r 
et  y  la  relation 

X  -h  J  =:  n, 
on  en  déduira 

f/*Frr)  f/*Fr)) 


dy'' 


et  l'intégrale  générale 


/^ 


^  Frj)/ra)^- 

aura  pour  expression 

r.r/(x))-Frj)+ra-/(x))^+r.r7(x))-^  +  ... 

+  TxP-^J  {x))  -^^  +  const., 

comme   on   le   verra  en  intégrant  par  parties  et  en  ayant  égard  aux 
équations  (22)  et  (sS). 

Pour  .r  =  o,  cette  valeur  se  réduit  à  la  constante,  et  puisque  pour 
j"  =  rt,  j' =  o,  FF^j  et  ses  dérivées  se  réduisent  aux  coefficients  de 
F(j-),  l'intégrale  définie 


f'¥Tj)fTx)dx 
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a  donc  pour  valeur 

on,  comme  les  coefficients  de  F(  y)  sont  constants, 

Vn\',o'i"f[n)^aVi,aP-'J'{n)-h...  +  nl\p_^af{a)^aBpJ\a)'j, 
et  l'on  est  conduit  ainsi  à  l'égalité 

(24)  f'yrj)fTx)c/x  =  raï[a)f{a)). 

20.  Lorsque  les  coefficients  ^^{x-),  A,  (x),...,  Ap(j-)  sont  des  con- 
stantes, que  je  désignerai  par  A^,  A,,...,  A,„  l'équation  (X)  a  la  forme 
suivante 

et  si  l'on  pose 

z  —  t  =  a,     X  —  z  =  V,     X  —  t  =  j'', 

puis 

P  [u)  =  Ao «P  +  A,  uP-'  +  A.  a''--  + .. .  +  Ap_,  u  +  Ap, 

l'équation  (D)  s'écrira 

/(z.  M  =  pr»), 

et  1  on  aura  d'abord,  conformément  à  la  première  des  équations  (E), 

j,{x,z)  =  vrv). 

La  seconde  des  équations  (E)peut  évidemment  s'écrire 
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mais  on  a,  en  faisant  usage  de  l'équation  (24), 

Jl  «.0 

et  comme,  par  le  changement  rie  t  en  z,  v'  se  change  en  v, 

Pareillement,  la  troisième  des  équations  (E)  étant  mise  sous  la  forme 

on  pourra  remplacer  la  quantité  placée  entre  les  crochets  par 
ri''-P(p'j',  et  le  changement  de  t  en  z  conduisant  à  celui  de  v'  en  i', 
ou  aura 

y;(,r,3)  =  rt'=p(i'-]. 

L'analogie  conduit  donc  à  poser,  quel  que  soit  q, 

et  la  démonstration  rigoureuse  de  cette  formule  ne  présente  aucune 
(liificuhé. 

En  portant  ces  valeurs  de/o  {^\  ^)>Ji  {^^  2),  /,  (x,,  z),  etc.,  dans 
l'équation  (G),  elle  devient 

(26)  o{x,  z)=  TV{v)  +  v?{vy-  -^  v'F{i>Y  -^...]. 

21.  La  fonction  çp  (.r,  z)  est  développable  en  série  convergente  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  v;  on  trouvera  le  terme 
"encrai  de  cette  série  en  calcidaut  le  terme  en  v''  de  la  progression 
géométrique 

^27)  P(Pj  +  i'P(r)=  +  w-^P(p)^-(-..., 

et  en  le  divisant  par  le  produit  1 .2.0...  7. 
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Or  cette  progression  pont  s'écrire,  en  remplaçant  ses  ^  +  i  premiers 


termes  par  leur  somme  connue, 

I  —  «?(»•)  I  —  vV{v) 

ou  bien  encore 


p7-Hip^p^7+2 


eu  désignant  par  Q{v)  le  quotient  de  la  première  division  ordonné 
suivant  les  puissances  croissantes  de  i»  et  terminé  au  terme  en  t''',  et  par 
t)?+<R^y)  le  reste  de  cette  division. 

L'expression  précédente  représente  une  somme  de  quantités  en- 
tières, la  division  qui  y  est  indiquée  se  fait  donc  exactement,  et  il  est 
manifeste  que  les  exposants  de  v  surpassent  q,  tant  dans  le  quotient  de 
cette  division   que  dans  les  développements  des  quantités 

y'?-^'P(»')''-^-,..., 

qui  suivent  ce  quotient. 

Q(f)  est  donc  l'ensemble  des  q -\-  i  premiers  termes  de  la  progres- 
sion précédente  développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  v. 

Ainsi,  pour  développer  o[x,  z)  en  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x  —  z  ou  de  c,  on  fera  la  division 

P(.) 


1  —  ■■p(o) 


en  ordonnant  le  quotient  suivant  les  puissances  croissantes  de  v,  puis 
on  divisera  chaque  terme  de  ce  quotient  par  le  produit  des  nombres 
entiers  qui  ne  surpassent  pas  son  degré. 

22.  La  fonction  ç  [x,  z)  peut  être  mise  sous  forme  finie. 
La  fraction  rationnelle 

P(") 

I  —  c  P  (c) 

est  décomposable  en  fraction  sim|)le.  Si   -r   est   lune   des    racines   de 

Tome  IX  (2"  série}.  — Jus  i86|.  ^8 
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l'équation 

(28)  ,-i.P(t.)  =  o, 

on  sait  que,  clans  le  cas  où  cette  racine  est  simple,  elle  ne  donne  nais- 
sance qu'à  une  seule  fraction  de  \a  forme 

B  —  èP. 


I        1  — 1( 
"-h 


où  B  désigne  une  constante  que  l'on  sait  calculer,  et  dont  le  dévelop- 
pement, suivant  les  puissances  croissantes  de  v,  a  pour  terme  général 

Le  développement  de  o  (.x,  z)  en  série  convergente  conq)rencl  donc  nue 
série  partielle  ayant  pour  terme  général 


-bn 


{b.Y 


I .2. . .9 

et  dont  la  somme  est 

-  bBc". 

Dans  le  cas  où  j  est  une  racine   multiple  de  l'équation  (28),  elle 

donne  naissance,  si  /3  est  son  degré  de  multiplicité,  à  p  fractions  simples 

de  la  forme 

B, 


1 


i-hyBAi-bv)-', 


/désignant  tour  à  tour  les  entiers  1,   2,  3,...,  /3,  et  B,-  une  constante 
correspondante. 

Le  développement,  suivant  les  puissances  croissantes  de  i»,  de  chaciu)e 
de  ces  fractions  a  pour  terme  général 


^  '  l  .1.  .  .tj 


^  '  1  .2.  .  .{/  —  i)  ' 
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car 

i(i^i)..    (/-i-7  — l)_     1.2.3.  .  .(9  +  I  —  i)     _{f/-hl).  .  .(q  +  i  —  1), 


l  .2,.  .  .(/  I  .2.  .  .  (/.  I  .  ?..  .  .(/ —  1)  l.2...(l l) 

par  conséquent,  en  posant,  ponr  abrégep^ 


I.2...(p-Ij 

G  ((jf)  sera  le  coefficient  de  b''v''^  dans   la  somme  des  développements, 
suivant  les  puissances  croissantes  de  f,  détentes  les  fractions  auxquelles 

la  racine  y  donne  naissance. 
b 

Le  développement  «le  ç  (.r,  z)  en  série  convergente  comprend  donc 
encore  une  série  partielle  correspondante  à  la  racine  multiple  y^  et 
avant  pour  tei me  général 

''  '    1 . 2. . .(/ 

Pour  montrer  que  la  somme  de  cette  série  partielle  a  une  expression 
finie,  je  vais  transformer  G  {tj)  en  posant 

(29)     M„+M,(/4-M,f/(7-[)+  ..  +  M5_,7(7-i)...(7-p+2)=G(fy), 
et  je  déterminerai  les  coefficients  Mq,  M,,...,  au  moyen  des  équations 

Mo=G(o), 

iM„4-M,=G(i\ 

IM0+  2  M,  +  i.-2Mo  =  G(2), 


Mo  +  (S-i)M,-f-(ê-3);S-i)M„-i-...-f-i.2...(S  — 0M6_,  =  G^S-i). 

Leur  forme  montre  qii'elles  foiu'uiront,  pour  les  coefficients  cli(;rcliés, 
un  système  unique  de  valeurs  finies,  cl,  de  plus,  ces  valeurs  poilées 

28.. 
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(l'ins  l'éqijiition  (29)  la  réduiront:  à  une  ideutité,  puisqu'elle  est  du 
degré  S  —  i,  et  qu'alors  elle  sera  satisfaite  par  §  valeurs  de  ^,  savoir  : 
o,  I,  a,...,/3  -  1. 

Le  terme  général  de  la  série  correspondante  à  j,  dans  le  développe- 
ment de  y  (x,  z),  peut  donc  être  mis  sous  la  forme  suivante 

+  M2  Ât^j= ^ .  +  M,  bv ^ ^^  +  Mo     ^    ^      ; 

''      '     I  .  2    .  .  (  (7  —  2)  '         1    2.  .  .(f/  —  1}  "   I  .  2 ...  y 

et  Ion  aurait  cette  série  partielle  en  donnant  à  q  les  valeur.-^  o,  i,  2,..., 

puis  en  ajoutant  les  résultats. 

Si   l'on  conçoit  qu'on  fasse  cette  addition,   en  groupant   tous  les 

(H' 
1.2. 


termes  contenant  une  même  valeur  de  — ^ — '- — ,  on  aura,  en  posant 

- ...  V  t^ 


Rj  =  Mo  +  M,  (Ai.)  +  M,  (iw)-  +. . .+  Mg_,(gp)^-, 
un  résultat  de  la  forme 

La  série  correspondante  à  la  racine  j  a  donc  pour  somme 


En  conséquence,  si  y,  -,■■■,  -,  sont  les  diverses  racines  de  l'équa- 
tion (a8),  et  p,  7,...,  À,  leurs  degrés  respectifs  de  multiplicité,  la  valeur 
de  (p  (x,  z)  sera  donnée  par  la  formule 

9  (x,  z)  =  KiC*"  +  K.e^"  +  . . .  -+-  Kie'\ 

où  Ki,  Kc,...,  K;  désignent  des  polynômes  connus  dont  les  degrés  sont 
|3  —  1 ,  7  —  I ,...,).  —  I . 

Ou  remarquera  que  b,  c,...,  /,  dont  les  inverses  sont  les  racines  de 
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rf-qualion  (28),  sont  elles-mêmes  les  racines  de  l'équation 

/•P-  =  Ao  -t-  A,  /•  -t-  A,  r^-h .  .  .+  Api-P, 
obtentie  en  nogligcant  le  terme  A(j:)de  l'équation  proposée  (aSj,  et  en 


y  remplaçant  —j-  par  r*. 


23.   L'équation  (II)  |)eut  s'écrire,  clans  le  cas  où  (25)  est  réquatioii 
différentielle  proposée. 


àp-' 


dxP 


^^¥[x)-\{x)-^  f  [F(2)-A(r.)](Kje*^  +  K,f'''-  +  ...+  K,e'''  dz 
-h  A  [x)  -h  1     A  (z)  (  K j  e'"  +  K,  e^"  -+-...  +  K, .''"  )  dz  ; 

puisque  F  (zi  —  A  (z)  est  un  |jolj  nôme  entier,  on  saura  toujours  trouver 
les  intégrales  de  la  première  ligne,  et  les  résultats  pourront  être  intégrés 
p  -\-  I  fois;  quant  aux  intégrales  de  la  seconde  ligne,  en  général  on  ne 
saura  pas  les  trouver;  mais,  dans  tous  les  cas,  la  résolution  de  l'équa- 
tion (25)  est  ramenée  aux  <juadratures,  et  je  pourrais  m'arréter  ici. 

24.  Cependant  je  vais  encore  montrer  comme  la  notation  du  nu- 
méro 19  facilite  la  résolution  de  l'i'quation  (23)  dans  le  cas  où  l'on  a 
A{jc)  =  o. 

Je  pose 

et  comme  F  (c)  est,  dans  le  cas  actuel,  un  pol\  uùiue  entier  en  z  —  ,t„, 
on  trouver.i  aisément  un  autre  polynôme  F,  («<,),  tel  que  l'on  ait 

F(z)  =  F,r«„)     et     F(.r)  =  F,reo). 

Eu  laisaut  usage  de  la  valeur  (26)  de  y  (x,  :),  l'équation  (II)  de- 
viendra 


f/p-^ 
lu 


^  =  F,r>'„)+j  °F,r»o)rPir) +  eP, S' =  +i-P'i':^ -+-... ].K. 
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Puisqu'on  a  v  =  .r  —  z  et  ?/„  =  z  —  jr„  la  fornuile  (24)  est  applicable  à 

l'intégrale  précédente,  et  elle  donne 


=  F,  ri^o)  +  ri'oF,(i'„)[P(^^o)  +  i'„PKf  +  i'^pa'o)' +...]]• 


Pour  trouver  la  valeur  de  j,  il  faudrait  intégrer  (/^  +  j)  lois  ce  ré- 
sultat par  rapport  à  x,  et  chaque  fois  de  ^Cq  à  x;  mais  cniiune  il  revient 
au  même  de  l'intégrer  p  +  i  fois  par  rapport  à  Vo,  et  chaque  fois  de  o 
à  ('o,  la  formule  (22)  peut  être  employée  et  elle  conduit  à 

j=:5(p,)  +  r<-'F.(P„)[i  +  i'„PK)  +  i'^PKr +  ...]]. 

Des  raisonnements  et  des  calculs  analogues  à  ceux  qui  ont  été  faits 
à  l'occasion  de  la  fonction  o{x^  z)  montreraient  d'abord  que  j  peut 
être  développée  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  l'a,  puis  que^peut  être  mise  sous  forme  finie,  et  l'on  trou- 
verait par  cette  voie  la  valeur  bien  connue  de  j. 
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.A%»»V%»»W»^W»VVv%»*^^»»»»^».%V»\^*%»»*XVVVyV%»V>»%V-^».*\»\V*»\<.>%*.»\»\\%%\x\i%*%%%S^\%^\^fc»^fc^Xx\'\*^^\yV»V^^lVfc%V»\%^M»»V 


SUR  LA  FORME 
ji-  -)-  .vr  -+-  y-  -H  3;-  -(-  3:/  -f-  3/- 
Par  31.  J.  LIOLVILLE. 


Il  nous  est  facile  maintenant'  frindiqtier  i:ne  méthode  simple  pour 
trouver  le  nombre 

N(M  =  .r-  -i-  .TV  -f-  >•-  -H  3z-  —  3rf  -f-  3/=  ; 

des  solutions  de  l'équation 

«  =  a- -j- .î  )•  H- ;---H  3î- -i- 3r/ —   U-. 

ou  n  est  un  entier  donné  et  x,  y,  z,  t  des  entiers  quelconques,  posi- 
tifs, nuls  ou  négatifs. 

Et  d'abord  ou  voit  sans  peine  que  quand  il  s'agit  d'un  entier  uuil- 
tiple  de  3,  la  valeur  du  nombre  demandé  est  igalr  à  celle  de 

N  («  —  j-  ■+-  xy  -^  f-  ■+-  z-  -+-  zl  ■+-  t-) 

que  nous  avons  donnée  dans  le  cahier  de  mai  i863  (p.  i4i  .  Un  peut 
donc  se  borner  au  cas  d'un  entier  premier  à  3,  c'est-à-dire  faire  seu- 
lement 


et 


«  =  3g  ^-  I 


n  =  ig  4-  -1. 


Mais  d'un  :Milre  côté  il  est  aisé  de  prouver  que  poui 

H  =  3l'  -f-  2 
l'équation  proposée  est  impossible.  En  d'aulres  termes,  on  a 
N(3g^  i  =  .r-^.r)    -^7-  -^  3c=-+-  3r/-H  3f^-  = 
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Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  des  entiers  u   de   la  forme 

Dans  cette  hypothèse  de  ?^  =  3g  +  i ,  on  cherchera  (que  n  soit  pair 
ou  impair)  la  somme 

Ç.  {n) 
des  diviseurs  de  n  ;  et  on  aura 

N  [71  =  O'"  -h  xr  -i-r  -t-  3:'  -H  3:7  -(-  3Z=)  =  6r,  [n). 

Cette  formule  résout  la  question  proposée. 

Ainsi,  pour  n=i,  on  devra  trouver  six  solutions;  et,  pour  «  =  4» 
on  devra  en  trouver  quarante-deux.  Mais  je  laisse  au  lecteur  à  vérifier 
l'exactitude  de  ces  résultats,  et  je  ne  veux  pas  insister  sur  les  applica- 
tions numériques  que  l'on  peut  faire  de  notre  formule.  Je  ne  m'arrê- 
terai pas  non  plus  à  chercher  séparément  le  nombre  des  solutions 
propres,  m'en  référant  sur  ce  point  à  la  méthode  générale  que  l'on 
connaît. 
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AA> «Ai\ «^^ «\% V V  WW VM VVVVWVW VWV  W% fXX www vVXtA't  V W '^ 


'  vwvxwwiw v'Ww%«xXk^^^w\\%«vVl\\^v\v\^MV^VtvWvw^vv\\%^x^\^% 


SUR 

L'INTÉGRATION   DE   LA  DIFFÉRENTIELLE 

X  +  A  j 

—  —  CtJC  ' 

Par  m.  p.  TCHÉBICHEF  [*J. 


L'intégration  de  la  différentielle 


dx 


ne  présente  aucune  difficulté,  si  la  fonction 

ao*  +  ax^  -h  /3.r-  +  yx  -+-  & 

a  des  facteurs  égaux.  En  faisant  donc  abstraction  de  ce  cas,  nous  sup- 
poserons dans  tout  ce  qui  suit  que  les  facteurs  de  la  fonction 

a''  -+-  a  j:  '  +  /5x-  -+-  y.r  +  â 

sont  tous  différents  entre  eux.  Dans  cette  hypothèse,  comme  l'on  sai', 

l'intégration  de 

dx 


y  x'  +  aj'  +  px=  -i-yx-h  S 

en  termes  finis  est  impossible;  de  là  on  conclut  que  l'in'iégrale 

.r  +  A 


/ 


\Jx'  ■+  ax'  -\-  |5.r'  +  7  X  + 


dx 


[*]  Cette  Note  a  été  imprimée  en  i86o  dans  le  Bulletin  rie  l'Académie  de  Sairit- 
PcCcrsboiirg  (t.  III).  Nous  la  reproduisons  ici  avec  plaisir,  sur  la  demande  de  l'auteur. 
Nous  y  joignons  même  l'extrait  substantiel  que  M.  Tcliébichef  a  donné  aussi  de  son 
travail  dans  les  Comptes  rendus  de  notre  Académie  (t.  LIj.  (J.  L.) 

Tome  IX  (2'  série}.  —  Jciuet  i86'|.  29 
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ne  peut  être  exprimée  en  termes  finis  que  dans  le  cas  où  l'on  donne  à 
la  constante  A  une  valeur  convenablement  choisie.  En  effet,  si  l'on 
admettait  que  l'intégration  de 


en  termes  finis  fût  possible  dans  le  cas  de  A  =  C  aussi  bien  que  dans 
celui  de  A  =  C,,  on  trouverait  que  la  même  chose  aurait  lieu  relative- 
ment à  la  différentielle 


\  .r*  -t-  a.r''  4-  ^  x''  -\-  'j x  -f-  S 

qu'on  obtient  en  retranchant  les  différentielles 


l'une  de  l'autre,  et  en  divisant  leur  différence  par  C  —  C,,  ce  qui  est 
inadmissible.  D'après  cela  les  différentielles  de  la  forme 

clx 


\/x'  -+-  yx^  -+-  px-  -i-yx  -j-  S 


présentent  l'un  des  deux  cas  :  ou,  pour  une   certaine  valeur  de  A, 
l'intégrale 


/ 


r  +  A  I 

CIJC 


y/jr'  ■+■  xx'  +  ^.c-  -1-  y  j;  +  I 

s'exprime  en  termes  finis,  ou  bien,  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  une 
telle  expression  de 

JT+A 


L 


dx 


\Jx''  ■+-  OLX'  -\-  p.»"  +  y.r+  â' 

est  impossible.  La  discussion  de  la  différentielle 


■^-^'^  dx 


y'a:'  -|-  a.x'  -+-  p.r'  -^  yx  +  S 
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sous  ce  rapport  est  d'une  très-grande  importance.  C'est  à  cela  que  se 
réduit,  en  définitive,  l'uitcgration  des  différentielles  qui  contiennent 
la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré, 
comme  nous  l'avons  montré  dans  le  Mémoire  sur  ces  différentielles  [*], 
et  c'est  par  là  seulement  qu'on  peut  reconnaiire  si  la  fonction  ellip- 
tique donnée  de  la  troisième  espèce  est  réductible  ou  non  à  celle  de 
la  première.  Ces  questions  importantes  surpassent  les  moyens  que 
possède  l'Analyse  dans  son  état  actuel,  faute  d'un  critérium  infaillible 
par  lequel,   d'après  les  valeurs  des  coefficients  a,  (i,  7,  r),  on  puisse 


leconnaltre  si  l'intégration  de 


,.fe, 


pour  toutes  les  valeurs  de  A,  est  impossible  en  termes  finis  ou  ihjii. 
D'après  ce  qu'Abel  a  donné  dans  son  ingénieux  Mémoire  sur  l'iulégra- 

tion  de  la  différentielle  ^-^=>  l'intégrale 

VR  " 


/ 


sjjc*  ■+■  ax'-+-  ^x--{-yx  -h  S 


cIjc 


pour  toutes  les  valeurs  de  A  n'est  impossible  en  termes  finis  que  dans 
le  cas  où  la  fraction  continue,  résultant  du  développement  de 


\x-^  -+-  «x^  -h  px'-  -+-  -yx  -h  0", 


est  dépourvue  de  périodicité.  ]Mais  c'est  ce  dont  on  ne  peut  s'assurer 
aussi  loin  que  soit  prolongé  le  développement  de 


\  a  *  -+-  a.x''  -H  j'5a--  -f-  y  JT 


vu   que   le  nombre   de   termes  dans  une  période  reste  arbitraire    De 
même  on  ne   peut  tirer,   par   r;i|)j)ort  à  celte  question,   aucun    parti 


[*]  Mémoires  de  t'Acadcmie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  6'  seiir, 
t.  VI. 

29.. 
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de  la  considération  de  certaines  intégrales  définies,  d'après  lesquelles 
on  peut  assigner  analytiqueinent  tous  les  cas  des  différentielles  de  la 

forme 

X  -+-  A  , 

-  nx 

\/j'  -+-  a.r'-l-  jîlj.'  4-  'ja---\-S 

qui  s'intègrent  en  termes  finis;  car,  pour  reconnaître  par  là  que  la 
différentielle  donnée,  pour  toutes  les  valeurs  de  A,  n'admet  pas  uiie 
telle  intégration,  il  est  indispensable  d'avoir  les  valeurs  exactes  de  ces 
intégrales,  tandis  qu'elles  ne  peuvent  être  évaluées,  d'après  les  coeffi- 
cients a,  /3,  -y,  ù,  qu'avec  une  approximation  plus  ou  moins  grande. 

Pour  la  solution  complète  des  questions  importantes  que  nous  ve- 
nons de  mentionner,  on  doit  trouver  un  procédé  qui,  d'après  les 
coefficients  a,  j3,  y,  d  et  à  l'aide  d'une  série  d'opérations  algébriques 
en  nombre  limité,  conduirait  à  reconnaître  que,  par  le  choix  conve- 
nable de  A,  il  est  possible  ou  non  de  rendre  l'intégrale 


/ 


y'i*  -t-  jcx'-(-  px'  ■ 


dx 


exprimable  en  termes  finis.  C'est  ce  que  nous  avons  cherché  à  faire 
pour  le  cas  de  a,  jS,  y,  à  rationnels,  et,  pour  ce  cas,  nous  avons  trouvé 
luie  méthode  qui,  au  moyen  des  opérations  algébriques  et  en  nombre 
limité,  conduit  ou  à  trouver  l'expression  de  l'iutégrale 


/ 


^^=  ax, 


yx'  +  a^^  -I-  p.r'-f-  yx 

avec  une  certaine  valeur  de  A,  ou  à  reconnaître  que  pour  aucune  va- 
leur de  A  cette  intégrale  n'est  possible  en  termes  finis. 
Cette  méthode  d'intégration  de  la  différentielle 

x  + A  , 


OÙ 

u,  fi,  7,  â 
sont  rationnels,  consiste  en  ce  qui  suil  : 
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1°  On  réduira  l'intégrale 

f  -^^     rf.r 

à  la  forme 


OÙ  /,  tn,  n  sont  des  nombres  entiers,  ce  qu'on  peut  toujours  faire  par 

la  substitution  linéaire 

X  =  (7„  r  +  bo, 

si  la  fonction 

a  un   facteur   rationnel   du  premier  degré.  Dans  le  cas  contraire,  on 
réduira  préalablement  l'intégrale 

en  posant 

,6  4^2'  _^ 


4F^^ 


rt, 


d'après  quoi,  en  faisant 

—  3a'  +  l6«-p— l6:(7  — l6^'  +  64o 
2a'  —  bap-1-  l6y 

7  a-  —  2jS  =  b, 

■i 

-  ^  a'  +  ;  «i^  -  7  =  '■' 
on  obtiendra 

/.  .  r        I+2A— ia 

/•  x-i-  A  ^  '     /  2,1, 

où  la  nouvelle  intf'grale  contient,  sous  le  signe  du  radical,  un  poly- 
nôme doué  du  facteur  rationnel  z. 
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2°  On  examinera  si  la  fonction 

z*  -+-  Iz^  +  mz-  +  HZ 

est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré 

(z-  +  pz)[z-  -+-  rz  +  s) 
dont  les  coefficients/;,  r,  s  vérifient  l'équation 
(i)  s  [p-  —  pr  4-  j)  =  nombre  carré, 

et  au  moins  l'une  de  ces  deux  inégalités 

(2)  pr—2S'>o     ou     l\s—r-^o. 

Dans  le  cas  où  il  est  possible  de  décomposer  la  fonction 

z''  -h  Iz-  +  /«£.-  +  IIZ 

en  deux  facteurs  [z--hpz),  {z-  +  rz  +  s)  qui  remplissent  ces  condi- 
tions, et  où  p  n'est  pas  égal  à  i\  on  réduira  l'intégrale 


J    y/  z'  4-  /z^  +  mz-  +  nz 
en  posant 


P  —  r)-  [z-  -\- pz] 

-  ^1  ) 


{r-p)z+s 

ce  qui  donne 

z+B  j    _»     r  z,+{r  —  p\{7.-li-p) 


r][:-+y^— /"•;•-• +  4  ■'*.] 


V'i,  -I-  s/z, +  (/)  —  r\' 

La  nouvelle  intégrale 


+  -  lug  ^=^ 


-O' 


Ç  z,  +  (r  —  p){lîi—p)  ^^ 

J    \/z,[z,  +  {p-rY][{z,-i-p'  —  prY  +  Ç^]     "' 
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se  réduira  de  la  même  manière,  en  tant  que  la  fonction 

est  décomposahle  en  deux  facteurs  rationnels 

qui  remplissent  les  condilions 

^<  ipl  ~  P*  'i  +'^i)  =  nombre  carré, 
p,  r,  — ■2.f|>o     ou     4<'i— '1>o, 

p,  n'étant  pas  égal  à  r,.  Et  ainsi  de  suite.  Si,  dans  ces  réductions,  on 
renconire  une  intégrale 


J     \  z/  +  A  Z/  +  "'<  2,"  +   "'  2, 


dans  laquelle  la  fonction 

zf^liZf+tUiZf^niZi 

se  décompose  en  deux  facteurs 

dont  les  coefficients  p,,  r,  sont  égaux,  on  trouvera  immédiatement 
l'expression  de  cette  intégrale,  d'après  la  foriiude 


'i  +  ^Pi 


I                «    I           ^^',   -+-  Pi  2.  +  V'Zi  -I-  Pi  ~i  -+-  'i 
(IZi  =  -    02f     ,  , 


f 

en  prenant 

Dans  le  cas  contraire,  on   répétera  ces  réductions  jusqu  à  ce  qu'on 
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parvienne  à  l'intégrale 

f ,       """' 

dans  laquelle  la  fonction 

n'est  plus  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré 

qui  remplissent  les  conditions 


^i  {Px  ~  P)  '';  "^  •^j  )  ^^  nombre  carré, 
p^r^  —  is.>  o     on     4^^;  —  'J  >  u, 


et  OD  traitera  cette  intégrale  par  un  procédé  que  nous  allons  exposer 
tout  de  suite. 

3"  Ayant  à  intégrer  la  différentielle 

flz, 


\  s'  -h  /i''  -f-  mz-  -t-  /;: 
ou  la  fonction   • 

z^  +  l-J  -f-  inz^  -\-  HZ 

n  est  pas  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels 

(z-  +  /3z)(s*-f-/r.-l-.f) 

qui  remplissent  les  conditions 

sip^  —pi  H-  5)  =  nombre  carré, 
pr — ij.>»o     ou     [\s  —  r' >  o, 
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on  calculera,  (Inpivs  les  formules 


(3) 


les  nombres 


/,V.  =   -    /,   -  -7T 


a/;'  —  8/,;«,  -f-  i6/?, 


3 

",+,  =  -  »,  +  ^ /,'",•  —  g''f  . 


/„  =  /,      //;„  = 


/,,   m,,   ;/,, 

/.,,     lit 2,    /!., 


23i 


en  poussant  le  calcul  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  dans  cette  suite 
une  valeur  fractionnaire,  ou  que  Ton  trouve  deux  systèmes  de  nombres 

qui  soient  respectivement  égaux.  Dans  le  premier  cas,  on  conclura 
que  l'inlégrale 

z  +  B 


/ 


S- 


/z-    r  iitz^  -r-  HZ 


Ch, 


pour  aucune  valeur  de  B,  n'est  exprimable  en  termes  tinis.  Dans  le 
second  cas,  il  sera  certain  que  cette  intégrale,  pour  une  certaine  valeur 
de  B,  est  ex|)rimable  en  ternies  finis,  et  son  expression  sera  donnée 
par  cette  formule 


Cl) 


Z+B 


y'z'  -i-  /;'  -,-  ///;■■  + 


=  (lz  =  log  [\z,\z.,    ..\:-„ 
nz  \ 


Og  S-/.-+-1  \S„-t-2...  S-..Z-+-. 


où  z,,  Zj,  Zj...,  z^+v  sont  des  fonctions  algébriques  de  z  qui  se  déter- 

Tome  IX  (i*  série).  —  Jiillei  iSCi).  J^ 


23/, 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 


minent  ainsi  : 


-p  'û  —  7  l«"h 


y/:'  -t-  /„  3'  H-  /?/„  z-  +  « 


4 

2  O 


;5) 


ib  4  2 


V:;  +  /,  ZÎ  +  /",z^  -+•  n,z,  —  ;J /,  3,  ■ 


—7 77  ' 


(6) 


"'-^'^   ,  4'".-/= 

V3,'  +  /.z;  -H  /n,z,'  +  «,  Z;  ~  ^l  ~  ~  ''  '' y 

Quant  à  la  valeur  de  B,  elle  sera  donnée  par  cette  formule: 


4   2' I     \  2' 


'7  '        ; 


■if 


^.,_,  V+-' -I  )• 


Le  nombre  des  opérations  qu'on  aura  à  faire  par  cette  méthode 
d'intégration  sera  toujours  limité.  Les  réductions  à  exécuter,  d'a|)rès 

le  2",  sur  l'intégrale 

z  +  B  , 

(iz. 


J 


\z'  +  /;'  -t-  ///:;'  -I-  HZ 


dans  le  cas  où  la  fonction 


+  /: 


lin 


riz 


se  décompose  en  deux  facteurs  {.x-  +  /j.r).(j^-  -+-  ijl-  +  s)  qui  vérifient 
les  conditions  (i)  et  [2),  seront  en  nombre  inférieur  au  plus  petit  ex- 
posant des  facteurs  premiers  dont  se  composent  les  termes  de  la 
fraction 

pr —  9.S  ■+-  2  \/s  {/J^  —  pr-i-  s) 


V'.v'//' 


') 
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réduite  à  sa  forme  la  plus  simple.  Le  nombre  des  systèmes 

/,,     "'m    "i- 


qu'on  aura  à  calculer,  d'après  le  3°,  en  traitar.t  l'intégrale 

z  +  R 


/; 


'h. 


y/:'  -H  /;'  -f-  iiiz-  -+-  iiz 

OU  la  fonction 

ne  se  décom[)ose  pas  en  deux  facteurs  (i-  -t-  /ir.^, .  (z-  -\-  rz  +  s)  vérifiant 
les  conditions  (i)  et  (2),  ne  surpassera  pas  celui  des  solutions  entières 
des  équations 

Y'  — 3XZ= /;r  -  3///, 

Z=(/'|X^Z-X=Y=-  18XYZ  +  4Y'  +  27Z=) 

=  ir  [1{P  II  —  /'-  iir  —  iSliiin  -+-  ^]ni^  -+-  27//^), 

qui  ne  peuvent  être  qu'en  nombre  limité;  en  eff<  t,  d'après  la  dernière 
équation,  le  carré  de  l'inconnue  Z  doit  être  diviseur  de 

//■  (/)  /'  //  —  /■  iir  —  iSlmn  -+■  4  m^  ■+-  27«°), 

et  tant  cju'on  fixe  la  valeur  de  Z,  les  deux  autres  iucontiues  se  déter- 
minent complétemeni  par  ces  équations. 

Pour   montrer  sur  des  exemples   l'usage  de  cette  méthode,    nous 
allons  clierclier,  en  premier  lieu,  l'intégrale 


J      ^/...  +  .^  +  ..^l 

Comme  la  fond  ion 


.r'  +  .r-  -I-  a-  -f-  T 
4 


n'a  pas  de  facteur  ralionml  du  preiiiicr  degré,  on  réduira  celte  inté- 
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grale,  d'après  le  i°,  en  posant 


V 


x'  -+-  .z-  +  v  +  -  —  .r' 

4  2 


De  cette  façon  on  obtient 

/^  .r-l-A  ,  I     /'■       Z-I-2A  /      ,     '   1 

(7)        r-/  T"^  =  ^jvv=:i7:^^^^^'"^" 

En  remarquant  que  la  fonction 


ne  se  décompose  en  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré 

(r=+pr-)(2"-  +  rs+f), 
qu'en  prenant 

yy=I,      /•=—!,      5=  —  I, 

et  que  ces  valeurs  ne  vérifient  pas  la  condition 

s[p-  —  pr  -h  s)  =^  nombre  carré, 

on  passera  immédiatement  à  la  recherche  de  l'intégrale 

suivant  le  3".  Pour  cela  on  calculera  les  nombres 

/,,   m,,  n,, 


d'après  les  formules  (3),  en  prenant 

Z  =  o,      /«  :=  —  2 ,      Tl  =  —  1. 


PURES  ET  APPI.IQUEES. 
L'on  obtiendra  de  cette  manière 

/„=      o,  //;„  =  — 2,  »u=-i, 

/,  =      4,  /?/,=      4,  //,=       1. 

/„=-/i,  ///,=      /|,  ii^_  =  -  I, 

/g=       4.  '»3=      4,  "a=       >• 

En  remarquant  que  le  dernier  système  des  nombres 

est  identique  au  second 

on  s'v  arrêtera,  et  l'on  conclura  tout  de  suite  que  l'intégrale 

J;  -I-  2  \ 
yz'—  iz-  —  ; 


-4-    2  \  , 

■Z 


|)our  une  valeur  de  2 A  convenablement  choisie,  est  exjjrimable   en 
termes  finis.  Comme  dans  ce  cas 

fl  =  I  ,       V  =  2, 

on  aura,  d'après  (4), 


C      ^  +  2A        ,_,..„/->    ,    4 


.'  -.s  . 


/        "      ",         f/;  =  log  (V--,  )  +  ô  log     \  s,  \  ^,  ), 
j  -yz'  —  2  s-  —  s  ■'  \  .       / 

OÙ  les  fonctions 


i-|,      i-o,      --j 


eu  vertu  de  (5),  se  déterminent  ainsi  : 


ID  4  2 

S,  = 2 


V'c'-h  /,z'  4-  /".I  +  «.z  -  c=  -  -  /.:  -  i-:!,^ ^        ^  3  _  2..  _  .  _  î  4-  , 

2  0 
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ib  4  2 


4»,,-/j 

8 

Vs;  +  /,  ij  +  III,  z;  -t-  »,  2,  —  zj  —  -  /,  z,  - 

2 

I 

--^-^ 

1 

v'z;  +  43?  +  4^;  +  2.-=;-23, 

i6    '       4                a 

4"'.-'^ 

8 

V'z'  +  /l  Z'  -t-  /»:  3?  +  «..  Sj  —  2  j /i  ::2  — 

I 

I 

2 

2 

y/zj  — 4  =  5  +  43^  —  2'  — ;■+ 23'         y/z'—  2Z'—  :-  3'  + 

D'.'iprès  cela  on  trouve 

4 


og     \:-2  V- 


^/    yz  —  2Z'  — s' 


I  ■ 

—  —  {City 


D'autre  part,  comme 

^J.  =:  I  ,        V  =   2,        /o  =  O,         /,   =  /),         /o  =  —  4, 

OU  oblient,  d'après  (6),  pour  la  constante  2  A,  cette  valetu- 


D'où  il  suit  que 


l'°-^\'3{t       Hj-'s 


*=B- 


D'après  ces  valeurs  de  l'intégrale 

Z+  2  A 


/; 


2Z'—   3 
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et  de  la  constante  A,  la  formule  (7)  nous  donne 


/; 


I 

X-t-g 


X'  +  X'  +  X  -h  - 


J  s/' 

s'"i^[C._„,::_.,^,)^-^')-] 


•-\o.. 

1       ^ 


ou 

I 

2 


\J-'^-' 


H-  j:  +  -  —  ,r> 


f. 


4  2 


En  portant  cette  valeur  précédente  de  r  dans  l'expression  précédente 
de  l'intégrale 


I 
6 


/• 


(ix. 


on  obtient  en  ih'linitive 


r'  -1-  .r^  ^(-  j:  -+-  T 
4 


I 

'5 


•r'  -i-  j.'  ^-  x  -H  - 


?^'«g 


Sjx 


ou 


—  ng      -      _  + -7  loi.' 1- n  l"n " 

■^         V  "  X- 1-  \  R  -r-  -I .   U 

2  2 


R  =  .r*  +  .r-  4-  x  -f-  4- 
I 
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Prenons  encore  pour  exemple  l'intégrale 

;4-B 


j   v/3- 


dz. 


-+-5z'-h32 
Comme  la  fonction 

z'  +  T)  -'  +  3  z-  —  z 

se  décompose  en  deux  facteurs  rationnels 

(z'-+/jz.),     (r.^  +  /z  +  *), 
en  prenant 

p—  \,      r=^,     i  =—  1, 

et  qne  ces  valeurs  vérifient  la  condition 

s[p" — pr-\-  y)  =  nomlii'C  carré 
et  l'inégalité 

pr  —  2i  >  o,    . 

on  réduira,  d'après  le  2",  l'intégrale 

r     --""      Hz, 

en  posant 

/  \      .         —     '^  —  ■*■'  t  ■ 

[r  —  pj  z  -\-  s  oz  —  I 

On  obliendra  de  cette  manière 

î  +  B  ,  i     r  z, -t-6B  — 3 


ti  i  z'i  -h  a  i  Zi 


<h, 


La  fonction 


V'z,  H- V  z, -h  9 


étant  composée  de  quatre  facteurs  rationnels  du  piemicr  degré 

—  9,     z,  ~  \,     z,-h  9, 


-I  !  ■"!     H'  *  I 
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on  trouve,  pour  sa  décomposition  en  deux  facteurs  rationnels  du  se- 
cond degré 

{z^+pz){z'-  +  rz  +  s), 

trois  systèmes  de  valeurs  jiour  p,  /',  s,  savoir  : 

p  =  -c^,  /•=        6,         s  =  —    g, 

p  =  — 1,  r=        o,  î  =  — 81, 

P=      9'  r=— 10,         s—        9. 

Or,  comme  aucun  de  ces  systèmes  ne  rend  la  quantité  s(p-  —  pr  +  s) 
égale  à  un  carré  parfait,  on  cherchera  l'intégrale 


/; 


z, -f-6B  — 3  , 

az 


par  le  3*^.  Mais,  en  passant  à  la  détermination  des  nomhres 

/,,  m,,  //,, 


d'après  les  formules  (3),  on  devra  s'arrêter  sur  /,,  en  remarquant 
qu'il  résulte  pour  lui  une  valeur  fractionnaire 

, (■  +  4-8'-' _  '04979. 

_2  — 8.1.81-+-.6.81  ~         646    ' 

de  là  on  conclura  tout  de  suite  que  l'intégrale 

j, +  6B  — 3 


■/; 


x/z;  +  2î-8izî  +  8i=, 
et  conséquemment  celle  en  question 


ciz,, 


est  inexprimable  en    termes   finis,   quelle  que   soit   la   valeur  de   la 
constante  B. 
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SUR 

L'INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES  IRRATIONNELLES; 
Par  m.  p.  TCHÉBICîIEF  [*]. 


En  vertu  de  ce  que  nous  avons  montré  dans  le  Mémoire  sur  l'inté- 
gration des  différentielles  qui  contiennent  une  racine  carrée  d'un  po- 
lynôme du  troisième  ou  du  quatrième  degré  [Jniirnnl  de  Mailiémn- 
'ticjues  pures  et  appliquées  àe  M.  Liouville,  1857),  l'iiilégration  de  la 
différentielle 

en  tenr.es   finis,   quelles  que   soient   les  fonctions  entières  J\jc-)  et 
F  (a),  se  réduit  définitivement  à  l'évaluation  des  intégrales  de  la  forme 


/ 


-rî. 


y'./.'  -f-  Ijc'  -\-  III I  ■  -\-  Il  c  -r  jj 


T 


où  /,  '//,  //,  p  sont  des  valeurs  connues  et  L  une  constante  qui  se  dé- 
termine par  la  condition  que  ces  intégrales  soient  exprimables  en 
termes  finis.  Tant  que  cette  condition  peut  être  remplie,  on  trouve 
l'intégrale 

f  "  +  ^  dr. 

J    \jj.  '■  -    /.<  ^  -+-  iiij.^  +  ii.r  H-  y. 

d'après  la  méthode  d'Abel,  en  rléveloppant  en  fraction  continue  l'i  x- 
pression 

V  -ï  '  +  /r  '  -f-  "'.r-  +  n.r  +  p. 


[*j   Comptes  rendus  île  l' .Iradéniie  des  Sciences  (t.  LI,   p.   46),   séance  <lii  t)  jiiil- 
it  1860. 
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et  en  poussant  ce  développement  jusqu'à  ilos  dénominateurs  où   se 
manifeste  leur  périodicité.  Mais  comme  cette  périodicité  n'a  pas  lieu 


dans  le  cas  où  l'intégrale 


f 


Jr  +  L 


«X  +  j> 


pour  toutes  les  valeurs  de  L,  est  impossible  en  termes  finis,  on  conçoit 
que  cette  méthode  conduit  à  une  série  d'opérations  qui  peut  aller  à 
l'infini  sans  donner  aucun  résultat  décisif.  Cette  difficulté  ne  saura 
être  levée  par  la  considération  des  intégrales  qui  déterminent  la  nature 
de  la  fonction 

.2--+-  L 


J 


((x 


\'.r'  -)-  Ij.^  -|-  iiix^  -'t-  nx  -^  jj 


et  par  lesquelles  on  peut  reconnaître  s'il  y  a  lieu  de  chercher  son  ex- 
pression en  termes  finis,  car  pour  cela  il  est  indispensable  d'avoir  la 
valeur  exacte  de  ces  intégrales,  tandis  qu'elles  ne  peuvent  être  éva- 
luées qu'approximativemonf.  Pour  l'intégration  en  question,  on  doit 
avoir  un  inoven  qui,  d'après  la  nature  des  quantités  /,  m,  n,  p,  et  à 
l'aide  des  seules  opérations  algébriques  en  nombre  limité,  puisse  ma- 


nifester si  l'intégrale 


/ 


Jr-+-L 


y.r'  -i-  /.r'  -f-  m  i'  -+-  nx  -+-  p 


est  possible  ou  non  en  termes  finis.  C'est  ce  que  nous  avons  cherché 
à  faire,  et  nous  y  sommes  parveiui,  en  tant  que  les  quantités  /,  m,  11.  p 
sont  rationnelles  et  le  polynôme 

x*  -+-  Lx^  -+-  in  j  -  -f-  n.v  -+-  p 

indécomposable  en  facteurs  linéaires  à  l'aide  des  seuls  radicaux 
carrés.  Au  moyen  de  la  méthode  que  nous  avons  trouvée  pour  l'inté- 
gration des  différentielles  de  ce  cas,  on  parvient,  par  une  série  d'opé- 
rations identiques,  ou  à  s'assurer  que  cette  intégration  est  impossible 
en  termes  finis,  ou  bien  à  l'exécuter  complètement.  En  tous  cas  le 
procédé   se   termine,    et   chaque   fois  on  |)eut  assigner  la  limite   du 

3r.. 
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nombre  des  opérations  qu'on  aura  à  faire.  En  remettant  l'exposé  de 
cette  méthode  à  un  Mémoire  détaillé  sur  ce  sujet,  nous  nous  bornerons 
pour  le  moment  à  observer  que,  pour  le  cas  que  nous  avons  résolu, 
la  méthode  en  question  fournit  un  moyen  infaillible  d'assigner  la  li- 
mite où,  en  cherchant  l'intégrale  par  la  méthode  d'Abel,  on  peut  tou- 
jours arrêter  le  développement  en  fraction  continue.  Cela  posé,  et  en 
admettant,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  différentielle 

ax 


\Jx^  -\-  Ix'  -+-  mx^  +  nx  +  p 
est  réduite  à  la  forme 


yx'  -\-j}x'-+-  r/x-(-  r 


djc. 


p,  q,  r  désignant  des  nombres  entiers,  la  méthode  d'Abel  relative  au 
cas  en  question  peut  être  complétée  ainsi  qu'il  suit  : 
Si  dans  la  différentielle 


nx. 


yx'  +  pj:'  -r  f/x-i-  r 

le  polynôme 

X*  -+-  pjL-  -h  qjc  -Jr  r, 

ayant  pour  coefficients  des  nombres  entiers,  n'est  pas  décomposable 
en  fiicteurs  linéaires  à  l'aide  des  seuls  radicaux  carrés,  cette  différen- 
tielle, quelle  que  soit  la  valeur  A,  ne  pourra  être  intégrée  en  termes 
finis,  tant  que  dans  la  fraction  continue  résultant  du  développe- 
ment de 


\a.-*  +  px'-  -+-  qx  -(-  /•, 


aucun  des  2N  —  i  premiers  dénominateurs  n'est  du  deuxième  degré, 
N  étant  le  nombre  des  solutions  entières  des  équations 

y-—'ixz  =  p--\-  i2r, 

=  Al''  +■  ^"/r) r  -  '<-'[(/'"  -  4'-,)'  -H  9/"/']  '■• 
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Dans  le  cas  contraire,  pour  une  certaine  valeur  de  A,  la  diftérenlieile 


^  +  ^  dx 


\Jx'  -i-p.v^  -\-  qx  -^  r 

s'intègre  en  termes  finis,  et  l'on  trouve  son  intégrale  par  la  formule 


I    ,        (p(x)-l- \/-i^'-f-/7J:' 4- 7-r 


los 


2>-       ^  ,f[x)-Jr^.T'-Jrpx'  +  qx+r 

OÙ  (p  [x)  est  la  réduite  qu'on  obtient  en  s'arrêtant  dans  le  développe- 
ment de 


sjx*  +  px-  -^qx  +  r 


en  fraction  continue  au  premier  dénominateur  du  second  degré,  et  X 
le  degré  du  numérateur  de  cette  réduite. 

La  méthode  d'Aboi  ainsi  complétée  donne  tout  ce  qui  est  nécessaire 
pour  l'intégration  des  différentielles  en  question,  vu  qu'on  peut  tou- 
jours déterminer  le  nombre  N  qui  désigne  combien  les  équations 

j-  —  "ixz  ^=  p-  +  \-2 r, 

s=  [4 x'  z  +  x-y-  -  I  Sxjz  +  4 j'  +  27 ^' j 

=  (4p'  -^^Vf)^  —  '6  [ip-  —  4'")'  +  9Pf]'' 


ont  de  solutions  entières. 

Eu  effet,  la  dernière  de  ces  équations  suppose  que  le  carré  de  z 
divise  le  nombre 

(4/'* +  27 (/')</=-  i6[(/r  -  ^rY^ç)pq']r. 

Donc,  en  cherchant  les  diviseurs  carrés  de  ce  nombre,  on  parviendra 
à  assigner  toutes  les  valeurs  que  peut  avoir  l'inconnue  z.  D'autre  part, 
en  prenant  pour  z  chacune  de  ces  valeurs,  avec  le  signe  -j-  ou  — ,  ou 
aura  pour  obtenir  x  et  j-  deux  équations  qui  déterminent  complète- 
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ment  ces  inconniies,  et  qui,  d'après  la  forme  de  ces  égalités,  ne  peu- 
vent avoir  plus  de  six  solutions.  Il  sera  donc  facile  d'énumérer  les 
solutions  entières  de  ces  équations,  et  on  voit  que  leur  totalité  ne 
surpassera  jamais  le  produit  du  nombre  des  diviseurs  carrés  de 

(4//  +  ilf)(i'  -  i6[(/)^  -  4/f  ^  ç>pf]  r 
pai    1  2. 
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PRIX  PROPOSÉS  PAR  L'ACADEMIE  DE  BERLIN. 


I. 

EX    PECUNIA    A    STEINERO    INSTITUE N  DIS    CERTAMINIBUS    LITTER\RIIS 

LEGATA. 

Qmim  m.  Steinenis  commentatione  egregia,  quse  anno  MDCCCf.Vl 
in  relationihus  Academi.ie  menstniis  prodiit  [*],  fnndamcnta  posiieiit 
quibiis  supei'ficierum  tertii  ordiiiis  theoria  geometrica  siiperstrui  po- 
tesf,  Acadcmia  scientiarum  viros  iu  metbodis  syiitheticis  versatos 
cohortattir,  ut  qiux  a  pnestaiitissimo  geometra  inchoata  siint  com- 
pleant  atqiie  perficiant.  Qiieiii  ad  fineui  id  potissiimini  spectaiidiim 
erit,  priimim  ut  propositionuin  piaîcipuarum  demonstratioiies  ab  ipso 
auclore  non  iiisi  priinis  liueis  dcsignata;  diligenter  elabonuitur;  deiude 
ut  disquisitio  geometrica  ad  eos  quoque  casus  nondum  satis  explo- 
râtes extendatur,  in  qiiibus  evenit  ut  elementa  quœdam  ad  superficiel 
coiislruclioneui  a  Steinero  adbibita  non  sint  realia.  Prœterea  etsi  Aca- 
demia  non  postulat,  ut  bne;ï  dupHcis  curvatura?  ex  intcrsectiouo 
duarum  superficierum  tertii  ordinis  prodeuntes  accuratius  exanu- 
nentur,  tamen  rem  gravissimam  facturum  esse  censet,  qui  hauc  partem 
Steineriana;  doctrinœ  suppleverit. 

Constitut.TP  suiit  Calenda3  .Martine  anni  MDCCCLXVI ,  ultra  quas 
nullaîconuuentationes  ad  certamen  ailmiltenlur.  Addenda^  sunt  ex  more 
solito  commentationibus  scheduKT,  qure  nomen  aucloris  contiueant, 
obsignala;  atque  iisdem  inscriptionibus,  qiiœ  commentationibus  prœ- 
fixic  suiit,  iusigiiilaï.  Pra^iniuiu,  quod  est  DC  loacbimicorum,  adjudi- 
cabitur  in  conventu  soleinui  I^eibnitiaiio,  qui  ha!)ebitin'  niense  lulio 
anni  MDCCCLXVI.  In  conscribendis  commentationibus  lingua  uti 
licet  sive  germanica,  sive  latina,  sive  gallica. 


[*]   Vidras  ctiam  Dinrii  Crclliani,  vol.  LUI. 
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II. 

Theoria  functionum  ellipticarum  et  Abelianarum  jam  iii  omnibus 
fere  nialheseos  partibus  problemalum,  quae  antehac  difficillima  vide- 
bantur,  solutionem  perfectam  suppetlitavit.  Neqiie  fliibitandum  est 
quiii  pliim  adhuc  nec  minus  gravia  ejusdem  generis  restent,  qua? 
novos  geometrarum  conatus  exspectant.  Quam  ob  rem  Academise 
scientiarum  visum  est  banc  pnbUce  proponere  quœstionem  : 

Ut  problema  quodcunque  majoris  momenti,  cujus  nrgumentum  eoc 
algebra,  doctriiia  numeroriim,  calcula  integrali,  geometria,  disciplina 
meclianica  el  physica  niathematica  swni  potest,  transe endentium  ellip- 
ticarum aut  Abelianarum  ope  absolvatur. 

ConstiîulîE  sunt  CalendîB  Martiœ  anni  MDCCCLXVII,  ultra  quas 
nulltr  commentafiones  ad  certamen  admittentur.  Addenda;  sunt  ex 
more  soHto  commentationibus  schedniœ  qune  nomen  auctoris  conti- 
neant,  obsignatœ  et  iisdem  inscriplionibus ,  qiiac  commentationibus 
prœfixœ  sunt,  insignitœ.  Praemium  qnod  est  centum  ducatorum  aureo- 
rum  adjiidicabifur  in  conventu  solemni  Leibniliano,  qni  babebitur 
mense  luHo  anni  MDCCCLXVII.  In  conscribendis  commentationibus 
lingna  uti  licet  sive  germanica,  sive  latina,  sive  galHca. 
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QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Pak  m.  j.  lïouville. 


TREIZIÈME   AUTICLE    [*]. 


1.  Je  profite  d'un  instant  de  liberté  pour  reprendre  la  publication 
des  notes  que  rempli  d'une  ardeur  extraordinaire  j'ai  (en  quelques 
semaines)  entassées  les  unes  sur  les  autres  pendant  l'automne  de  1857, 
au  sujet  de  certainesyo77/»Je5'  générales  également  utiles  dans  la  théo- 
rie des  nombres  et  dans  celle  des  suites  infinies.  Le  lecteur,  dont  je 
réclame  de  nouveau  l'indulgence,  voudra  bien  me  permettre  cette 
fois  encore  d'ajourner  les  démonstrations,  qui  sont  au  reste  des  plus 
simples. 

Convenons  d'abord  de  cpielques  notations  dont  nous  ferons  con- 
stamment usage  dans  le  cours  de  cet  article. 

Soit 

m 

nu  nombre  entier  donné,  de  la  forme 

Posons  de  toutes  les  manières  possibles 

lit,,  1112,  in-^  étant  des  entiers,  savoir:  m,  impair,  positif  ou  négatif;  ui^ 


[*]  Les  six  premiers  articles  ont  été  publiés  en  i858,  les  cinq  suivants  en  iSSg,  et 
le  douzième  en  1860. 

Tome  IX  {i*  série'.  — Jciliet  i8G.'|.  J2 
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pair  ou  impnir,  positif,  nul  ou  négatif;  enCn  in^  impair  et  positif.  I! 
est  bien  clair  que  l'expression 

iii'-^  -+-  failli  -h  am^ 

ne  peut  représenter,   sous  les  conditions  uidiquées,  que  des  entiers 
^3(mod.  /'().  Aussi  supposons-nous 

/;/  =  /|  a  +  3. 

Maintounut  décomposons  l'eutier  impair  et  positif /«j  en  un  produit 
de  deux  facteurs  conjugués  r/j.  o\,  en  sorte  que  l'on  ait 

III  j  ='/,r}^, 

r/3  et  o\  étant  aussi  des  entiers  iuipairs  et  positifs.  L'expression  de  m 
deviendra 

m  =  m  -^  -h  4  III  '^  4-  2  t/j  0*3 . 

L'entier  m  étant  donné,  il  y  aura  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de 

ni,,  iiin,  m 3, 

et  à  fortiori  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de 

'■■',,     III -2,     'fî^      '^3- 

Nous  considérons  à  la  fois  tous  ces  systèmes,  et  c'est  à  leur  ensemble 
que  va  se  rapporter  le  signe  de  sommation 


qui  figurera  dans  nos  formules. 

2.  Ces  préliminaires  compris,  désignons  par 

une  fonclioii  impaire  (analytique  ou  numérique)  des  trois  indétermi- 
nées X,  j  ,  3  dont  les  valeurs  seront  toujours  entières,  de  signes  quel- 
conques, mais  jc  iuipair,  j  et  s  pairs,  la  valeur  zéro  admise.  En  di- 
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sant  que  la  fonction 

F  (.r,  r,  z) 

est  impaire,  relativement  à  z  par  exemple,  nous  entendons  rpie,  pour 
toutes  les  valeurs  de  .t.  y,  z  dont  nous  ferons  usage,  on  aura 

F  (x,  )•,  —  z)  =  —  F  (jT,  j,  z)  ; 

et  comme  il  peut  arriver  que  z  =  o,  nous  ajoutons  la  condition  spé- 
ciale 

F(jr,j-,  o)=ro. 

Par  rapport  à  y,  on  devra  avoir  de  même 

Fl-^»  -!■>  2)  =  —  F(j:-,  7,  s),     F  {X,  o,  z)  =  o. 

Mais  relativement  à  .r,  entier  impair  et  dès  lors  toujours  différent  de 
zéro,  il  suffit  que 

F(-.r,  j,  z)==-Y{x,  j;zr, 

il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper  de  la  valeur  de 

F(o,  J-,  z), 

qui  ne  se  présentera  jamais.  On  n'a  à  ter)ir  compte  que  des  svstèmes 
de  valeurs  de  x,  y,  z  dont  on  fait  usage.  La  fonction  Y[x,j,z)  est 
suffisamment  définie  pour  notre  objet  quand  on  donne  pour  ces  di- 
vers svstèmes  (en  nombre  limité)  les  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction,  lesquelles  sou!  du  reste  à  volonté,  sous  les  conditions  que 
l'on  vieiit  d'énumérer. 

5.   Les  valeurs  que  nous  attribuons  à 

X,  j-,  r. 

sont  tirées  du  mode  de  partition  de  l'entier  donné  m  que  fouriut 
notre  équation 


m  =  m\  H-   ;•  iii\  +  'Jc/j  c?^. 


-1-    j  '"2  ~r-   ./. oj  vj. 

32, 
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Les  voici  : 

jc  =  f?j  —  2iHn, 

j'  =  ^/j  -I-  2  m  2  —  1/1,, 

Z  =  (/.^  -h  211!.,  4-  m,. 

A  chaque  système 

m,,  m.,   r/3,   o\ 
répond  une  valeur  de 

savoir 

F(o\  —  2.'Jio,   r/^  -h  21112—  III,,  d.j-{-  2m.y-h  m,). 

Cette  valeur  est  tantôt  positive,  tantôt  négative.  Or  notre  théorème 
consiste  en  ce  que  les  valeurs  négatives  et  les  valeurs  positives  se  com- 
pensent exactement,  de  façon  que  la  somme  algébrique  pour  l'en- 
semble des  systèmes 

m,,   iiin,  r/3,   o\, 

qui  se  rapportent  à  l'entier  donné  m,  est  égale  à  zéro.  C'est  ce  que 
nous  exprimons  en  écrivant  l'équation 

(A)       ^F(o\-2/»2,  rfj  +  iiiu  —  m,,  d,  +  ^m. -h  m,)  =  o, 

qui  nous  paraît  constituer  une  formule  nouvelle  et  très-remarquable. 
La  somme  indiquée  au  premier  membre  de  l'équation  (A)  est  au  fond 
une  somme  multiple.  Nous  ne  mettons  cependant  qu'un  seul  signe 


espérant  que  cette  simplification  (que  nous  nous  sommes  déjà  per- 
mise dans  une  lettre  adressée  à  M.  Hermite,  cahier  de  février  i86a) 
ne  généra  en  rien  nos  lecteurs,  accoutumés  maintenant  à  ce  genre  de 
formules. 

4.   Nous  nous  bornerons  aux  deux  exemples  de  ?h==  3  et  de  /n=  7. 
Pour  m  =:  3,  l'équation  générale 
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fournit  deux  équations  particulières 

3  =   I^  -f-  4-0'-  -h  2.1.  I, 

;i  =  ( —  1  )■  -h  4  •<'"  -(-  2 , 1 . 1 . 

Il  n'y  a  donc  que  deux  valeurs  de 

qui  sont 

F(r,o,  2),     F(i,  1,  o). 

Elles  sont  toutes  deux  nulles,  puisqu'une  des  indéterminées  se  trouve 
égale  à  zéro  sous  le  signe  F.  Leur  somme  aussi  est  donc  nulle. 
Pour  w  =  7,  il  y  a  huit  équations  de  la  forme 


savon- 


m  —  //j  j  +  4  '"  2  +  2  (7;)  cî'j , 

7  =  K  +  4-0"  -t-  2.1 .3, 
7=  i-  +  4o-  +  a.3.i, 
7  —  (—  i)-  4-  4-t»'  +  2.1 .3, 
7  =  (—t)- +  4.0- +  2.3.1, 
7  =  I-  +  4-  '■  +  2.1 .1, 
7  =  I"  +  4(—  ')■  +  2. 1. 1, 
7  =  (— 1)-  +  4-i'-+-2.i.i, 

7  r=(-  Ij-  +  4(_ij^  +  2.1.1. 

La  somme  des  valeurs  correspondantes  de 

est  donc  composée  de  huit  termes  : 

F(3,o,  a)  4-F(i,  2,  4)  +  F(3,  ■!,  oj+F(i,4,  2)  +  F(-i,-2,  4) 
+  F(3, -2,  o)  +  F(-  .,4,2)  +  F(3,  o,  -a). 

Or  quatre  de  ces  termes  sont  nuls  puisque  une  des  indéterminées  v 
est  nulle  sous  le  signe  F;  et  les  quatre  autres  se  détruisent  deux  à 
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deux,  puisque,  ])ar  la  nature  de  la  fonction  F,  on  a 

F(-  I,  ■!,  4)  =  _F(i,  2,4) 
et 

F(-    I,    /,,    2)  =  -F(l,/,,2). 

La  formule  (A)  est  donc  vérifiée. 

5.  On  tirera  de  la  formule  (A)  une  formule  particulière,  mais  encore 
d'une  grande  étendue,  eu  remplaçant  la  fonction 

F(^,j,  :) 
par  celle-ci 

X I 

(-.)~F(j,.), 
qui  remplira  les  conditions  voulues  si  la  fonction  nouvelle 

est  telle  que  l'on  ait 

F(-jr,2)  =  -F(j,  z.),     F(r,  -z.)=-F(7,z) 
avec 

F  (o,  z)  =  G,     F  (  j,  o)  r=  o. 

Relativement  à  jc,  en  effet, 

X I 

est  une  fonction  impaire,   changeant   seulement   de  signe   quand  .t 
change  de  signe  en  conservant  sa  valeur  numérique  qui,  ne  l'oublions 
pas,  est  toujours  exprimée  par  un  entier  impair. 
Je  pose,  d'après  cela,  l'équation 

-!- 1-  m, 

(■^i)   2("~0    '  F  {d^-r  211I2—  m,,   d.^  -h  im..+  m,)z=:  o; 

mais  je  ne  m'arrête  pas  à  la  vérifier. 

6.  Notons  encore  une  équation  qu'on  déduira  de  l'équation  (A),  en 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  lÔS 

y  prenani 

F  (.r,  j,  z)  = -f  (.r/4^)  -  ,f  (.r,  i^)  , 

la  fonction 

,1[jc,  n) 

continuant  à  être  impaire  |)ar  rapport  à  .r,  c'est-à-dire  restant  assu- 
jettie à  la  condition  que 

5'(— -r,  u)—  -  S{.v,  u), 

mais  étant  au  contraire  paire  par  rapport  à  ii,  en  sorte  que 

,f(.:r,    —  //)  =.f (.r,  n). 

De  cette  n)aniere,  en  effet,  les  conditions  exigées  pour  l'exactitude  de 
la  formule  (A)  seront  remplies,  comme  on  le  verra  facilement. 
Je  pose  donc  à  son  tour  l'équation 

(Aj)       ^  [-f  (^jj  -  2//;.,  (I3  -+-  ■iin.j)  —  ,?(c?3  -  2111.2,  in,)\  =  o. 

Elle  nous  apprend  que  les  deux  sommes 

^^{r)^  —  0.  (H,,    c/j  4-  9.  m  j  ) 

et 

^^(o\  —  9./»j,  m,) 

sont  égales  entre  elles;   cela    aura   certainement   lieu,   je    le    répète, 
pourvu  que  l'on  ait 

S[  —  .r,  n)  =  —  1  (.r,  n),     -f  (.r,  —  n)  —  .•f(.ï-,  n], 
quelle  que  soit  d'ailleius  la  fonction 

7.   De  l'équation  (A3),  on  [)o  irrait  descendre  à  l'équalion  plus  par-* 


2  56  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ticiilière  encore 

^1 —  ' 

où  la  fonction 

doit  être  paire,  c'est-à-dire  telle  que  l'on  ait 

Par  exemple,  on  pourra  prendre 

/  {il)  ^cos  {ut), 
t  étant  une  constante  quelconque,  ce  qui  donnera 

— h  m, 

2(~"0   ^  [cos  (c^3  +  2 Wj)/ —  cos //;,/]=  (), 

équation  qu'on  peut  réduire  à  la  forme 

i- 1  (?,- . 

■  -H  w, 


]^(— i)    ^  cos<y3^cos2W2^  =  2(— i)    ^  cosm,/, 

en  supprimant  la^somme  nulle 


<?,-■ 


^_( — i)    "  sinr/a^sin  2/7/0/ , 

et  qui  se  trouve  répondre  à  une  combinaison  de  deux  des  équations 
établies  par  Jacobi  dans  ses  Fundamenta  nova. 

Mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  détails.  Mon  but,  dans  cet  article,  était 
surtout  de  poser  la  formule  générale  (A),  en  expliquant  nettement 
sous  quelles  conditions  elle  est  exacte.  Les  applications  viendront 
plus  tard. 
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SUR  LA  FORME 

'3l''  4-  y  +  r.-  +  /-  +  2  (/(-  +  v-)\ 

Par   m.   J.   LIOLYILLE. 


1.   On  clemande  une  expression  simple  du  nombre  des  représenta- 
tions d'un  entier  n  quelconque  par  la  forme  à  six  variables 

x-'-^f-  +  r.=  +  /=  4-  2  [n-  -f-  ('-), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  du  nombre 

N  [//  =  x-  -\-y-  -\-  z-  -\- t-  -^  -2.  ^u-  +  v- )] 

des  solutions  de  l'équation 

n  =  jc-  -hj'^  -+-  z-  +  t-  +  2  {ir  +  (■-), 

dans  laquelle  x,  j-,  z,  t,  u,  v  sont  des  entiers  pairs  ou  impairs,  indif- 
féremment positifs,  nuls  ou  négatifs. 
Nous  poserons 

n  =  ï^  i/i, 

m  désignant  un  entier  impair,  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à 
zéro.  La  valeur  de 

N  [  l'iii  =  j.-  +  r  +  -'  ^  '■'  H-  2  [n-  +  V-)] 

dépendra  naturellement  de  l'exposant  a.  Quand  a  est  >  o,  elle  dépend 
aussi  de  la  valeur  de  m  (mod.  4)-  IMais  elle  dépend  surtout  d'une 
certaine  fonction  numérique  de  m  proportionnellement  à  laquelle 

N  [ï^ni  =  X-  +_)  -  +  c-  +  t-  -+-  -2  [a-  +  V- il 

Tome  l.X.  (•!«  série).  —  Aoui  1S64.  33 


258  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQLES 

varie  quand  on  considère  la  suite  des  entiers  2.'^ m  qui  répondent  à 
une  même  valeur  donnée  de  a  et  de  111  (mod.  4)-  Deux  mots  d'abord 
sur  cette  fonction  numérique 

2.  Décomposons  l'entier  7/2,  de  toutes  les  manières  possibles,  en 
un  produit  de  deux  facteurs  conjugués  d,  t?,  en  sorte  que 

La  fonction  numérique  dont  nous  parlons  s'exprime  par  la  somme 

En  introduisant  un  symbole  connu  de  Legendre,  avec  la  signification 
plus  étendue  que  lui  attribue  Jacobi,  on  peut  encore  l'écrire 


On  s'assure  aisément  que  quand  m  esl  de  la  forme  4'+  J,  cette  fonc- 
tion représente  l'excès  de  la  somme  des  carrés  des  diviseurs  de  m  qui 
sont  Bs  I  (mod.  4)  sur  la  somme  des  carrés  des  tliviseurs  qui  sont 
=^  3  (mod  4)-  L'inverse  a  lieu  quand  ni  est  de  la  forme  l\l  -H  3.  Pour 
//;  =  1 ,  3,  5,  7,  9,  etc.,  les  valeurs  respectives  de  p^  [m)  sont  1 ,  8,  26, 
48,  73,  etc. 

Déjà,  dans  le  temps,  ajant  eu  occasion  de  considérer  la  fonction 
numérique  plus  générale 

je  l'ai  représentée  par 

A  l'indice  p.  =  2  répond  la  fonction  particulière 

0'  —  1 
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«loiil  nous  avons  besoin  aujourd'hui.  Représentons-la  donc  par 

Observons  encore  que  la  fonction  p2("0  est  décomposable  en  fac- 
teurs, et  que  si  on  exprimant  m  par  un  produit  de  puissances  de 
nombres  premiers  on  fait 

m  =  n  {rn, 
alors 

s'exprimera  |)ar  le  produit 


n[.-^ 


Enfin  rap[)elons  une  autre  fonction 

R,(w), 
exprimée  par  le  produit  plus  simple 

n[«-+(^)--]- 

et  liée  intimement  à  po  ('")•  l^ous  aurons  en  effet  à  employer  la  fonc- 
tion R2('«)  dans  le  cours  même  du  présent  article. 

3.   Revenant  maintenant  à  la  valeur  demandée  de 

N  [a'' m  =  x'  -h  J--  -i-  z-  -h  1'  -r-  1  [ir  +  i'")], 

considérons  d'abord  le  cas  d'un  nombre  impair,  c'est-à-dire  le  cas  de 
a:  =  o,  en  sorte  qu'il  s'agisse  seulement  de 

N  [m  =  JL'-  -hr'^  -f-  :"  -+-  /-  +  2  [n-  -+-  »>'  1]. 

L'octuple  de  pi["i)  exprimera  le  nombre  cherché. 
En  d'autres  termes,  on  a 

(,)  N  [m  =  .x^-+j-  4-  z^  +  /=  -+-  2  [ir  +  i-)]  =  8p,(//0. 

33.. 
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La  formule  (i)  reste  la  même  pour  ra  =  4  ^  +  •  ^t  |»our  /u  =  4^  +  3. 
c'est-à-dire  pour 


I 

1)1 


et  pour 

La  valeur  de 


joue  au  contraire   un  rôle  quand  il  s'agit  d'un  entier  pair  2" m.  Car, 
dans  l'hypothèse  de  a  >  o,  je  trouve  que 


(2)  N(2='-/«  =  x-+7^  +  c^+<-  +  2^/r  +  i-)]::=4ra^'''+'-^^j1p5 


[m). 


Les  formules  (1)  et  (2)  résolvent  complètement  la  question  proposée 
au  u"  î.  Je  n'ai  pas  besoin  de  dire  que  le  facteur 

de  ^2  ("0  dans  la  formule  (-2)  pourrait  être  remplacé  par 
ou  encore  par 

4  [,—  +  (_,—]. 

l.  Appliquons  la  formule  (i), 

N  [m  =  x-  -hj-  -h  z-  -{-  t-  +  1  [tï-  +  i'-)]  =  8j3j  [m], 

à  quelques  exemples. 
Cette  formule  donne 

N  [i  =  .r-  -+-  f^  +  z--\- 1-  +  ■!   Il-  4-  i'')]  =  8, 
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résultat  qui  s'accorde  avec  les  identités 

I  =  (±    I  )-  -4-  O-  +  O-  -t-  O-  -H  2  (O-  +  0-), 

I  =  o-  4-  (it  I )-  -+-  o-  -t-  o-  -)-  2(0-  +  0'-), 

I  =  O-  -r  o"  -H  (3:   1)-  H-  O-  +  2(0-  -H  O"), 
I  —  O-  -^  O-  -r  O-  -H  (±1  l)-  -r  2  (O-  -H  o"). 

Elle  donne  ensuite 

ÎS  [3  =  .r=  -+j-^  -^.z-+r-+  2  {n-  +  V-)]  =  G4  ; 
or  cela  est  confirmé  par  les  identités 

3=I--(-I--f-l'  +  0-  +  2  (o-  +  0-] 

et 

=  I  -  -4-  o-  +  o-  -H  o-  -!-  2  (  I  -  -I-  0-'  , 

qui  fourniront  pour  l'entier  3  soixante-quatre  représentations,  si  l'on 
a  soin  d'y  affecter  du   double  signe   ±  les  racines  des  carrés  qui  ne 
sont  pas  nuls,  puis  d'y  opérer  les  permutations  convenables. 
On  trouve  encore 

N  [5  =  a-  +  j  =  H-  ;=  +  <=  -1-  2  \u-  +  i-;]  =  20S. 
La  vérification  de  ce  fait  se  tire  des  trois  identités  suivantes; 

5  =  i'-^  -4-  2^  -I-  g'-  -{-  o-  -1-  2  (o-  -I-  0-), 
5  =  1-  +  I-  +  1-  +  o-  -+-  2(1-  +  0-), 
5  =  1°  4-  o'  -1-  ()-  -t-  o"  +  2(1--!-  I*). 

La  première  de  ces  identités  fournit  quarante-huit  représentations  de 
l'entier  5,  la  seconde  en  donne  cent  vingt-huit,  la  troisième  trente- 
deux  ;  or 

48  +  128^  32  =  208. 
Les  identités 

7  =  1--+-  I-  -t-  i-  4-2-  -t-  2(0'  +  0-), 
7  =  1"  -i-  2^  +  o"  +  o-  +  2  (  r-  -t-  o*), 

7=1--!-    |--t-    l--t-0--i-2(l'-i-l*), 
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qui  fournissent  respectivement,  pour  l'entier  5,  soixante-quatre,  cent 
quatre-vingt-douze  et  cent  vingt-huit  représentations  (en  tout  trois 
cent  quatre-vingt-quatre),  confirment  l'exactitude  de  l'équation 

N  [  7  =  jt-  +f-  +  'J  +  /-  -h  2!>r  +  v'^j]  =  384. 

Enfin,  la  formule  (i)  donne 

N  [9  =  o:^  +  y-' -f- s'^  +  ^^ -f- 2  (m^ -H  v^)]  =  584  ; 

et  ce  résultat  aussi  est  vérifié  par  les  identités 


9 


3^  H-  o^  +  o-  +  o-  +  2  (o-  +  o' 


9  =   1  ■  -t-  2-  -+-  2-'  -r-  o-  +  2  (o-  +  o'- 
9=1-+   I  -  4-    I  ■  +  2-  -f-  2  (  1  ^  +  O- 

9  =  1  -  +  2-  +  o-  +  o-  -I-  i  (  I  -  +  1 2 
9  =  1  ■  +  o-  +  0-  +  o-  +  2  (2-  -1-  o- 

E!les  fournissent  en  effet  respectivement,  pour  l'entier  9,  huit,  quatre- 
vingt-seize,  deux  cent  cinquante-six,  cent  quatre-vingt-douze,  et 
trente-deux  représentations  ;  or 

8  4-  96  +  256  +  192  H-  32  =  584. 
o.  Vérifions  à  son  tour  la  formule  (2), 

N[.^;.  =  x^4-y-  +  .^  +  /^  +  .(,.^  +  .=  )]  =  4p='-"'-(^)]p.C 

on  l'on  doit  prendre  a>o. 

Soit  d'abord  a  =:  i ,  avec  7?i  =  i.  Cette  formule  donne 

N  [2  =  3c-  +  j-  +  c-  +  r  +  2  [tr  +  V-)]  =  28, 

ce  qui  est  confirmé  par  les  identités 

2  =  1-  +  I  -  +  o-  +  o-  +  2(0''  +  0-) 

2  =  o-  +  o-  -h   o-  +  o-  +  2  (  1  -  H-  0-). 


m) 


et 
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En  y  afleclaiit  au  double  signe  ±:  les  racines  des  carrt's  qui  ne  sont 
pas  nuls  et  en  y  opérant  les  permutations  convenables,  on  en  tire  res- 
pectivement vingt-quatre,  puis  quatre  représentations  de  l'entier  2  ;  or 

24-1-4  =  28. 

Soit  ensuite  a=  i,  mais  m=  3.  La  formule  (2)  nous  donnera 

N[6  =  .r=4-J-  +  Z-  +  r--h  2(n^  -^  ^■']  =  2R8. 

On  vérifiera  ce  fait  nu  moyen  des  identités 

=  1  -  +  I  -  H-  2-  +  0-  -t-  2  (o-  +  0-), 
6  =  a-  4-  o"  -h  o'-  -I-  o'-  H-  2  f  r  -  -t-  o"  ), 
(5  =  I  -  -f-  I  ■  +  I  ■  +  I  -  H-  2  (  I  -  -+-  o-  ) , 
G  =  I  -  -f-  I  -  -I-  o-  -I-  ()■-  -f-  2  (  I  -  -f-  I  -  ). 

La  première  et  la  dernière  de  ces  identités  fournissent  chacune 
quatre-vingt  seize  représentations,  la  seconde  en  fournit  trente-deux 
et  la  troisième  soixante-quatre  :  le  total  est  bien  deux  cent  quatre- 
vingt-huit. 

Avec  2<  =  I ,  prenons  enfin  /n  =  5.  La  formule  (2)  nous  donnera 

N(io  =  a--+j-  +  z-  -+-/-  + 2  (?r  +  »'-i]  =7-^8; 
et  la  vérification  se  tirer;t  cette  fois  des  identités 

10=  i '•'  -l-  3'  -t-  o-  +  o'-"  -t-  2  ;o-  -I-  o'-), 
10  =  1-  -t-  1-  -t-  2-  -f-  a-  H-  3  (o-  -+-  o"), 

10  ,=  -î-  -h  2'-  -f-  ()-  -t-  ()-  -4-  2  ;|i  -  -I-  0-), 

10=    l--t-    I--+-2--I-  o-  -}-  y  (  1  -  +    I  -  ;, 

10  =  |-  -f-  :-  -t-  O-  4-  O-  -H  Q  (2-  -I-  0-), 

10  =  o-  -4-  o-  -H  o-  -f-  o-  +  2  (1  -  +  2^), 

qui  fournissent  respectivement,  pour  l'entier  10,  des  nombres  de  re- 
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présentations  marqués  par   4^^   9^)   9^,    384,  96,   8  :   la  somme  est 
bien  728. 

Passant  aux    nombres    pairement   pairs,   bornons-nous  à  prendre 
/H  =  I .  avec  y.  =  a,  puis  a  =  3.  Nous  aurons  d'abord 

N  [4  =  -x--  -hj-  +  z-  +  /-  4-  2  [u'^  -+-  f'-)]  =  124  ; 

cela  s'accorde  avec  les  identités 

4  =  1'-  -h  O-  +  O^  +  O^  -1-  U  (O-  -f-  O*), 

4  =  I  -  H-  r-  -I- 1  ^  -h  I *  -f-  2  (o'^  +  o^ ), 

4  =  T  -  +   I  ^  +  O^  -i-  O^  4-  2  (  I  -  -I-  O^), 

4  =  o-  +  o^  -f-  o^  -+-  o^  +  2(1-  H-  1^). 

Elles  fournissent   respectivement,  pour  l'entier  4,  huit,  seize,  quatre- 
vingt-seize  et  enfin  quatre  représentations;  or 

8  4- 1 6 -f- 96  +  4  =  '  24- 
On  a  ensuite 

N[8  =  j"^+;-^  :-+  i-  +  2(/.-+  v^)]  =  5o8. 
Or  des  identités 


8  =  ■>.'-  -+- 1-  +  o- 


20' 


o^') 


8  =  I-  +  I-  -1-  2-  4-0^  +  2(1-  H-  ()-) 
8  =  2-  -f-  o-  +  o-  -f-  O^  -r  2  (1  -  -)-  I  -  ) 


8  = 


o^  -1-  2(2*  -t-  0-) 


on  tire  respectivement,  pour  l'entier  8,  vingt-quatre,  trois  cent  quatre- 
vingt-quatre,  Irente-deiix,  soixante-quatre  et  enfin  quatre  représen- 
tations, en  tout  cinq  cent  huit,  comme  l'indiquait  notre  formule,  qui 
reste  ainsi  toujours  vérifiée. 
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(>.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  <lii  nombre  total 

N[/(  =  X-  +j-  -4-  i^  +  /^  H-  2  [u-  +  v-)] 

des  représentations  propres  ou  impropres  d'un  entier  donné  n  par  la 
forme 

x"^  +J-  +  s'  +  /-  +  2  [li^  +  ('-). 

Mais  on  peut  désirer  d'avoir  séparément  l'expression  du  nombre 

M  [n  =  x-  -^y-  +  z-  +  t''-\-  i[u-  +  v"")] 

des   représentations   propres,   pour  lesquelles  a-,  j",  r,  /,  //,  v  n'ad- 
mettent auciui  facteur  commun  >  i .  Cette  seconde  question  est  facile 
à  résoudre,  la  première  étant  résolue. 
Il  faut  continuer  à  poser 

n  =  2"/?j, 

m  étant  un  entier  impair,  mais  considérer  la  fonction  numérique 

au  lieu  de  la  fonction 

p^[in). 

Ou   devra  de  plus  distinguer  les  quatre  cas  de  a  =  o,  a=  i,  a  =  2, 
a  >  2. 

Quand  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  impair,  la  for- 
mule est 

(3)         M  [m  =  jc-  +j-  +  £=  -H  z-  -i-  2  («-  -f-  v'-)]  =  8Ra  [m). 
Ainsi,  ayant 

on  en  conclut  que 

M  (9  =  x^  -^  j'  -+-  2'  +  /-  -h  2  [u^  +  v^  )]  =  576. 
Or  cette  équation  est  exacte.  On  a  vu  plus  haut,  en  effet,  que  le 

Tome  IX  {1"  série).  —  Aoct  18O4.  J^ 
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nombre  9  comporte  en  ton!  cinq  cent  quatre-vingt-quatre  représen- 
tations par  la  forme 

X-  -hj-  +  :;-  +  /-  +  2  (jr  +  <■-); 

mais  ici  nous  devons  exclure  les  huit  représentations  impropres  que 
l'on  déduit  de  l'identité 

9  =  (  :t  3)-  +  o-  +  o-  +  0=  +  2  (o-  +  0-), 

en  y  faisant  occuper  successivement  à 

les  quatre  premières  places. 

Quand  «  =  r,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  impairement 
pair,  je  trouve 

(4)  M[a/«  =  .r-+  ,--+  Z-+  I-+2  ;/r+  i-  ij  =  4  [s  -  (^^IRîI/tj). 

ici  la  valeur  de  m  (mod.  4)  a  <J<-'  1  influence. 

Elle  en  garde  encore  dans  le  cas  de  a  ^  a  ;  car  on  a 

(5)  M[4oi  =  x^+j-^+zr^-/=+2(zrH-c=)]  =  4r3o  -  ('^)1b,(/72), 
de  sorte  que 


/  — 1\ 


continue  à  figurer  au  second  membre. 

JMais  pour  a>  q,  quel  que  soit  d'ailleurs  a,  on  obtient  la  formule 

(6)  M  ^2"/»  =  x-  -+- j-  +  r.-  +  r-  -\-  2  (.'r  +  i'-)j  =  i  5.2'''-~'R,(m), 

d'où 

(^) 

a  disparu. 

En  faisant  m  =  1  dans  l'équation  (5),  on  en  conclut  que 

M  [4  =  X-  -i-  _;  -  +  :-  +  r-  -^  2  ^u-  -^  v^)  =^  .  iG. 
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Or  cette  équation   est  exacte.  On  a  vu  plus  liant  que  l'entier  f\  com- 
porte en  tout  cent  vingt-quaire  représenlalions  par  la  forme 


.X" 


■  J-  -f-  :-  -f-  /■  -H  2  jr  -(-  V-). 


Mais  hnit  de  ces  représentations  sont  impropres;  ce  sont  celles  que 
fonrnit  l'identité 

4  =  (±  2)'+  o-  +  o-  -+-  o-  -4-  2  (o'-h  o^), 

en  y  faisant  occnper  successivement  à 

(±2)^ 

les  quatre  premières  places.  En  les  reiraiichant,  il  reste  cent  seize  rc- 
présen  tatioiis  propres. 

Dans  la  formule  (6),  faisons  w  ^  1 ,  a  ^^  3;  il  nous  viendra 

M  [8  =  X-  -i-j-  -h  s=  +  /-  +  2  [ir  +  i'-)]  =  480, 

résultat  exact.  Le  nombre  8  est  représenté,  il  est  vrai,  cinq  cent  Inut 
fois  par  la  forme 

jc'-  -i-  j'-  +  s-  +  /-  -4-  2  (//'-  +  f  ■  )  ; 

mais  il  y  a  vingt-huit  représentations  impropres,   savoir,   celles   que 
fournissent  les  deux  identités 

8  =  (±1  2j-  +  (±:  2)-+  o-  -H  o'-t-  2  (o-  -f-  o*) 

et 

8  =  o=-^o*-^o=H-  0=  + 2  [(±2)^4-0=^], 

en  y  opérant  les  permutations  convenables. 
7.   Mainlenanl  exigeons  que,  dans  l'équation 

Il  ~  x'-  ->-  J'  -h  z^  -h  (■'  H-  2  [ir  H-  y- j, 

X,  j',  z,  /,  u,  V  soient  des  entiers  impairs  et  positifs,  du  reste  quel- 
conques, et  demandons-nous  quel  sera,  sous  ces  conditions  nouvelle.s, 

34.. 
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le  nombre 

Db  [n  =  .r-  -+-J-^  +  z-  -h  i-  +  1  [rr  +  v-  )] 

des  solutions.  Il  est  bien  clair  que  l'on  aura 

DL  [n  =  x^  -I-J--  +  z-  -h  i-  -h  2  {u^  -i-  v'')]  =  o 

si  n  n'est  pas  un  multiple  de  8.  Mais  quelle  est  la  valeur  de 

3lL[2^'^^ni  =  X-+J  '-+  s-  -h  t-  -h  2  [u-  -+- 1'-;|, 

m  étant  nu  entier  impair  et  s  étant  égal  ou  supérieur  à  o? 

La  réponse  à  cette  question  est  fournie  jjar  la  formule  ci-après: 

(7)      X  [i'^\n  =  a:^  +  j-  +  r.=  +  /=  +  2  {u-  +  v-)\  =  4'"  p,  [m). 

Pi  m)  ayant  la  même  signification  qu'au  n°  1. 

Soit,  par  exemple,  m  =  i  avec  e  =  o.  I_k1  formule  (7)  nous  donnera 

dZ[8  =  a:--^y--hz--ht--h2iu-+v-]]=  i, 
ce  qui  s'accorde  avec  l'équation 

8=  ,  =  +,'-'+.-+i^-i-2(.^+k), 

la  seule  qu'on  puisse  écrire  avec  des  valeurs  de  x,  j,  z,  t,  u,  v  im- 
paires et  |)ositives. 

En  jirenanf  ;//  =  i ,  avec  £  =  i ,  on  trouve  ensuite 

N  [16  =  .r-  +f-  +  r.-^  -^f'-^2  [u'-  -h  P-)]  =  4, 

ce  qui  est  confirmé  par  les  identités 

16  =  3- +  1- +  r- -+- 1- 4- 2(1- +  I-), 
16=  I-  -1-3-  +  r-  4- 1-  +  2(1-  -+-  I-), 

16=  l-  ■+-  1-  +  3-  4-  1-  -t-  2(1^  H-  I-), 
=  l-H-I-4-  i--|-3--|-2(l--|-  1-). 
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Maintenant,  soit  £  =  0,  avec  m  =  3.  On  anra 

aï,  [24  =  x--i-y'  -h  z-  -h  t- -h  -i  (il-  -+- 1'-)]  =  8, 

résnitat  exact,  comme  le  prouvent  les  identités 

24  =  3-  +  3-  -f-  I  =  -t-  1 2  _j_  2  (  1 2  -I-  I  =  ) 
et 

2/1  =  1  *  -(-  1^4-  I  ^  +  ,  ^  _|-  u  (3-  4-  1  -), 

où  l'on  devra  effectuer  les  permutations  convenables. 
A  l'hypothèse  de 

£  =  o,     ;^^  =  5 
répond  l'équation 

X[4o  =  jc-  -h  J'  -h  z-  -h  (-  -h  2  {ir  -hv- 1]  =  26, 

que  confirment  les  identités 

40  =  3=  +  3=  +  3=  +  3=  +  2  (1  =  +  I  =  ), 

4o  =  5=  +  3-+  1=+  .-  +  2(i-+i-), 

40=3=4-3-+  1=+  ,-:  +  2(32+,2), 
4o=   \-  -h  i-  +  l'  4-   1-4-2(3*4-3=), 

dont  la  seconde  et  la  troisième  comportent  chacune  douze  permuta- 
tions. 

De  même,  à  l'hypothèse  de 

£  =  o,       111=:  'J 

répond  l'égalité 

x(56  =  x-+}--hz-  +  i-'  +  7.  (li'  -h  i>')]  =  4«, 
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qui  se  vorifie  au  moyen  des  équations  identiques 

56  =  5-H-5-+  I-+  i-  +  2(i-  +  I-) 
56  =  5^  +  3-  +  y-  +  3--{-  -^(1-  +  I-) 

56  =  7-  + 1  -  + 1  -  +  r-  +  2  (  I  -  -+- 1  -  ) 

56  = '3- -f- 3^  +  3^  4- 3- +  2(1^ -^ 3=) 
56  =  5^ +  3-^ +  !  =  +  !  =  + 2(1^ +  3-), 
56  =  3=4-3=+ i--f  i  =  +  2(3=  +  3=) 
56  =  I  =  +  I  =  +  j  ■-  H-  I  =  +  -2  [5=  -f-  K  ) . 

Les  nombres  de  permutations  que  ces  identités  comportent  sont  res- 
pectivement 

6,  /|,  /),   2,   24,  6,  2; 
or 

6  +  4 -I- 4  +  2  +  24  +  6 -4- 2  =  4^- 

Soit  encore  £  =  o,  mais  m  ==  9.  La  formule  (7)  donne  alors 

,%  (72  =  J[  =  4-;>-=  +  z-  -\-  i-  -^  1  {ir  -h  v-)]  =  73. 

Or  on  a  les  identités 

72  =  5=  +  5=  +  3=  +  3-'4-2{k+  i=), 
72  =  7=  +  3=  +  3'--!-  r-  +  a(i  =  -i-  i  =  ), 
72  =  5=  +  5=+  i  =  -f-  i  =  +  2(3=-+- 1  =  ), 
72  =  5= +  3= +  3= +  3= +  2(3=4-1=), 

72  =  7=+  1  =  +  I  =  +  I=  +  2(3=H-  I  =  ), 

72  =  3=  +  3=  +  3=  +  3=  +  2(3=  +  3=), 
72  =  5= +  3= +!  =  +  != +2(3= +  3=), 
72  =  3= +  .■■>=+  i  =  +  i  =  +  a(5=+  i  =  ), 
7-A=  1  =  +  i  =  +  i  =  +  r  =  +  2(5=  +  3=). 

Les  nombres  de  pernnitations  convenables,  en  allant  de  la  première 
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à  la  dernière,  la  sixième  exceptée,  sont 

6,    12,    11,  8,  8,    12,   12,   2. 
La  somme 

0  +  12  +   12  +  8-1-  8  +I2-|-12-f-  '2 

n'est  égale  qu'à  soixante-douze.  Mais  on  arrive  à  soixai)le-treize,  en 
tenant  compte  de  l'identité 

7i  =  i-  +  3-  +  3-  +  3-  +2(3-  +  3'), 

qui  a  été  d'abord  mise  de  côté. 

8.  Si  à  la  condition  imposée  aux  entiers  ji-,  j,  z,  t,  n,  f  d'élre  im- 
pairs et  positifs  dans  l'équation 

2'"^  m  =  x'-  +  y-  +  £•-  +  /-  +  2  {ir  +  t'-), 

on  ajoutait  celle  do  n'avoii-  pour  commun  diviseur  que  l'unité,  le 
nombre  des  solutions  de  cette  équation  ne  resterait  égal  à 

4'(5,(/n) 

que  si  m  n'avait  aucun  divisetu"  carré  >  i,  je  veux  dire  si  m  n'était 
divisible  par  aucun  carré  supérieur  à  l'unité,  autrement  dit  si  m  n'é- 
tait le  produit  que  de  facteurs  premiers  inégaux.  Dans  tout  autre  cas, 
ce  nombre  se  réduirait  a 

le  symbole 

ayant  la  même  signification  qu'au  n"  1. 
En  d'autres  termes,  si 

an.  [2'""^^»  =  y-  +  j'  +  z-  +  /■  +  2  [ir  +  t--)J 

désigne  le  nombre  des  solutions  propres  (impaires  et  positives)  de 
l'équation 

■y-^''in  —  .r^  +  >  -  +  z'  +  /'  +  2  (  ir  +  i>-]. 
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on  aura 

(8)     3rvfa-=^^«  =  .r^  +  _r+  z--{-r-+2{ir+  r^)]  =  4^  R„(/«). 

Ainsi,  par  exemple,  en  prenant 

£  =:  o,     m  =  9, 
on  a 

^Vu[']2  —  jc'  -hj-  +  z^  -)-  /'  4-  a  {/i'  -+-  i'^)]  =  7a. 

Cela  est  exact.  Tout  à  Iheure,  en  effet,  nous  avons  trouvé  soixante- 
treize  solutions  de  l'équation 

72  =  X- -H  j-''' -H  z-^  + /- +  2  (?r  +  t'^  )  ; 
mais  l'une  d'elles  est  impropre,  savoir  celle  que  fournit  l'identité 

^2  =  V-  +  V  -h  3'  +  V  +  2  [3-  -h  3"-). 

Toutes  les  autres  solutions  sont  des  solutions  propres,  et  il  n'y  en  a 
plus  que  soixante-douze,  comme  l'indique  notre  formule. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  273 

SUR  LA  FORME 
Par  »I.  J.  LIOUV^ILLE. 


I .  Il  s'agit  de  trouver  une  expression  simple  du  nombre 

N  [7/  =  J--  +  j-  4-  2  [z-  +  /-  +  //=  -4-  y*)] 

des  représentations  d'un  entier  donné  quelconque  n  par  la  forme  à 
six  variables 

a:--hj--h  2  {z- -h  r- +  u-  +  f=), 

c'est-à-dire  du  nombre  des  solutions  de  léquation 

«  =  .r-+ J-+  2  [z-  -{-t-  -h  u-  ■+-  i'-), 

dans  laquelle  jt,  j,  r,  t,  «,  v  sont  des  entiers  pairs  ou  impairs,  posi- 
tifs, nuls  ou  négatifs. 
En  écrivant 

n  =  a^'/n, 

m  étant  impair  et  l'exposant  a  pouvant  se  réduire  à  zéro,  on  reconnaît 
que  cette  fois  encore  la  réponse  à  la  question  proposée  dépend  sur- 
tout de  la  fonction  numérique 

ou 

relative  aux  diviseurs  conjugués  d,  c?  de  l'entier 

m  =  t/â. 

Tome  IX  (a'  série).  —  Août  i86.'|. 
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iVotis  continuerons  à  désigner  cette  fonction  numérique  par 

p.,  {m). 

2.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait  a  =  o,  en  sorte  qu'on  demande 
seulement 

N  [//2  —  .r-  +^7"-  +  2  (z-  4-  i-  +  ir  +  i>-)]. 

Nous  trouN'oiis  à  ce  sujet  l'équation  très-simple  que  voici  : 

(i)  N  [m  =  a-  ■+-  j-  ■+-  2  (s-  +  t-  -^  ir  -+-  v'^\\  =  4p-j  ("* -• 

Elle  a  lien  ([ucile  que  soir  la  valetu'  de  m  (mod.  4)- 

Au  con'.iiure,  quand  ou  s'occiqie  dun  entier  2'' in  pair,  la  valeur 
de  ni  (mod.  4)  s»  ''f  l'influence.  Dans  l'hypothèse  de  a  >  o,  on  a  eu 
effet 

(2)  N  [i-,n  =  X-'  +f'  +  2 [z'^i^  +  iâ  +  i-)]  =  4  [4'  -  (^)]  /5=  ("0- 

Or  le  symbole 

v  "'  y 

qui  figure  dans  l'éqn  lîiou  (a)  indique  deux  valeurs  différentes,  savoir 

I  on   —  I    suivant   cpse   m  est  de    la   forme  4/-+-  '    ou   de  la   forme 
4/+ 3. 

Observons  eu  passant  que  la  valeur  de 

N  [a'""/»  =  X-  +  J"-  +  2  (z-  +  l-  -+-  u-  +  K>-  )], 

dans  le  cas  d'un  entier  pair,   pourrait  élre  obtenue  immédiatement 
en  invoquant  les  résultats  obtenus  par  Jacobi  relativement  à  la  forme 

X-  +  j-  +  r.-  +  t-  +  a-  +  V-. 

II  est  visible,  en  effet,  que  la  valeur  de 

N  {■i'-'in  —  X-  -\-r-  +  2  (s-  -H  /=  +  n"  -i-  r'-)], 
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a  étant  >  o,  est  égale  à  celle  <le 

N  {2""' m  =  :i-  +j-  -t   z"  ■+  i--h  fr  -h  f=). 

Cette  dernière  valeur  étant  connue,  l'autre  l'est  donc. 

Réciproquement,  si  l'on  admet  l'équation  (2),  il  faudra  eu  conclure, 
en  posant  a  =  /3  +  1 ,  que  soit  pour  |S  >  o,  soit  même  pour  /3  =  o,  ou 
doit  avoir 

et  cela  résulte  en  effet  des  séries  elliptiques  de  Jacobi. 
•*>.   A|)pliquons  la  formule  (i), 

N  [m  =  .r=H-  ?■=+  2(z-  +  t-  +  II-  +  l'-'ij  —  f\o.,[iu\, 

à  quelques  exemples. 

Celte  formule  donne  d'abord 

N  [i  =  .r-  +  J--  +  2  (s-  H-  ^-  +  n-  +  t^-)J  =  /|, 
résultat  confirmé  par  les  identités 

I  =  (  ±:  i)*  +  o^  +  a  (0=  +  o- -I- o- +  o- ) 
et 

I  =0- +(±:  ])-  +  2fo='  4-  o'''  -f-  o'''  +0*), 

qui  donnent,  pour  l'entier  i,  quatre  représentations  sous  la  forme 

■*■"  -^J'  +  2  (z-  +'.'-  +  ir  -h  i>-). 
Elle  donne  ensuite 

N  [3  =  a  -  -(- j-  4-  -j.  [z-  -h  /.-  +  II'  H-  v')]  =  32. 
Or  l'identité 

3  =  (  +  i)^  +  o-  4-  2  [(  ±  l'j*  +  o-  -t-  o-  +  o'^  4-  o'] 

35.. 
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fournit  en  effet  trente-deux  représentations  de  l'entier  3,  quand  on  y 
effectue  les  permutations  qu'elle  comporte. 
On  a  encore 

N  (5  =  a:-  +;-==  +  2  {z'  -h  t-  +  ir  +  i>-}  =  10/,. 

Or  les  deux  identités 

5  =  1  -  +  2-  +  u  (o-  +  o-  +  o-  +  0-) 
et 

5  =  I-  +  o-  +  2(1-  +  i-  +  o^  +  0-) 

fournissent  l'une  huit  et  l'autre  quatre-vingt-seize  représentations  de 
l'entier  5,  en  affectant  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui 
ne  sont  pas  nuls  et  en  opérant  les  permutations  voulues  :  le  total  est 
bien  cent  quatre. 
Les  identités 

7  =  I  ^  H-  o-  +  2  (  I  -  4-  1  -  -)-  I  -  -h  o-  ) 

et 

7  =  I-  +  2"  +  2  (1-  +  o-  -I-  o-  +  O') 

servent  de  même  à  vérifier  l'exactitude  de  l'équation 

N  [7  =  .r-  -\-j-^  +  2  (n^  +  t-  +  II-  +  V-)]  —  192. 

La  première  fournit  cent  vingt-huit  représentations  de  l'entier  7,  la 
seconde  en  donne  soixante-quatre;  or 

128  4-  64  =  192. 
Enfin,  il  vient 

N  [9  =  jr^  -1-/-  +  2  (z-  +  /-  +  ir  -+-  t'-)J  =  292. 

Ici  la  vérification  se  tire  des  quatre  identités 

9  =  3-  -t-  o-  -H  2  (o-  H-  o^  +  G-  +  o'-), 
9  =  2-+  1^  +  2(1-  -t-  1-  +  0-  4-  0-), 
9  =  I-  4-0-  +  2  (2-  4-  o^  +  o-  +  0-), 
9  =  1-4-0-4-2(1-4-  1-4-  1-4-  l '^  ). 
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Les  nombres  de  représentations  qu'elles  fournissent  sont  respective- 
ment 

4,   19a,  32,  64; 

le  total  est  bien  deux  cent  quatre-vingt-douze. 

4.  Vérifions  maintenant  la  formule  (2),  relative  au  cas  de  a  >  o, 

^['x''m=jc^  +j-  +  2  (z^  +  t-  +  rr  + 1- )]  =  4  r4''  -  l^)'\  p,  {"i). 
En  y  prenant  02  =  1,  avec  a  =  2,  cette  formule  donne 

N[2  =  J"=  -i-J-  -+■   2  (3^  4-  /-+  U-  -h  p-'l]  =  12, 

résultat  confirmé  par  les  identités 

2  =  {±  \)-  -h  (=t  1)'  +   2  (o--)-  0-  +  O^  -+-  0-) 

et 

2  =  0^+0-+  2  [(  ±  I  )-  4-  o-  +  o-  +  o-  j  . 

La  première  donne  quatre  représentations  de  l'entier  2;  la  seconde 
en  fournit  huit,  en  faisant  occuper  successivement  à 

(±,)= 

les  quatre  places  qui  lui  conviennent. 

En  prenant  m  =  i ,  avec  a  ^  2,  on  trouve  ensuite 

N  [4  =  j:-+j-  h- :t  {z- -h  t- -^  u- +  v-)]  =60. 
Cela  s'accorde  avec  les  identités 

4  =  2=  +  o^-  +  2  (o-  +  0=  -+-  0=  +  o=), 
4  =  I  ■  4-  1  '  4-  2  ( I  -  +  o-  +  o-  -H  o- ), 
4  =  0-4-0-4-2'!-+  1  -  +  o-  4-  o-  ). 

En  affectant  du  double  signe  ±  les  racines  des  carrés  qui  ne  sont  pas 
nuls  et  en  opérant  les  permutations  voulues,  on  tire  de  la  première  de 
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ces  iflt^iil liés  quatre  représentations  poin  Fentier  4?  trente-deux  rie  la 
seconde,  vingt- quatre  de  la  troisième;  or 

4  •+  32  -h  i'\  =  60. 

En  continuant  à  prendre  di  =  i,  mais  avec  a  =  3,  on  a 

N  [8  =  ar=  +  )- +  2    r"  -(-/*  +  ir  +  *'-)]=  252. 

Les  identités  à  employer  cette  fois  sont 

8  =  2-  4-  2-  -h  2  (o-  +  o-  +  o-  -f-  ()-), 
8  =  2-  -f-  o-  -t-  2(1-  -)-  I-  -h  o-  -1-  0-), 
8=  1-^+  i^  ^^2(.=  +  1=+  i-  +  <r), 
—  o-  -H  o-  -r-  2  a"*  -J-  o-  +  o-  -^  o-  ), 
8  =  o--)-o--h2(i^+i--+-i--i-  [■■'). 

Les  nombres  de  représentations  qu'elles  fournissent   respectivement, 
pour  l'entier  8,  sont 

4,  96,    128,   8,    16; 
or 

4  +  06  4-  128  4-  8  -+-  16  =  252. 

Soit  enfin  m  =  3,  avec  a  =  i.  Notre  formule  donnera 

N  [6  =  x==  4-_)  =  4-  1  (;.-  -h  /!-  -h  H-  -4-  ■.'-)]  =  iGo. 
(3r  des  identités 

6  =  2-  -!-  o-  -I-  2  (l-  -^-  o*  -+-  o-  +  o"), 

6  =  r-  -i- 1-  -h  2  (1-  -1-  I-  -H  o-  -f-  O^), 
6  =  o-  +  o-  +  2  (1  -  -f-  r-  -t-  1  -  -H  o^), 

on  tire  respectivement  trente-deux,  quatre-vingt-seize  et  encore  trente- 
deux  représentations  pour  Teniier  G.  Le  total  fait  bien  cent  soixante. 

o.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  du  nombre  total 

N  [«  =  X'  -v  J-^  2  (£■-  -+  /-  -r-  ir  -+-  <'-)] 
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des  solutions,  tant  propres  qu'impropres,  de  l'équation 

n  =^  ,!■-  -\-J'  H-  2  (s'  -h  t-  -{-  ir  +  ('•). 

Occupons  nous  maintenant  du  nombre 

M  [/i  =  .r^  +  y-  +  9.  (c-  +  /^  -I-  tr  -1-  o^  )] 

des  solutions  propres. 

En  posant  toujours  n  =  -x^m  (in  impair),  il  faudra  alors  substi- 
tuer à  la  fonction  p2("0  *^"®  autre  fonction  R2('/i)  délinie,  au  moyen 
des  diviseurs  premiers  de  l'entier  m  mis  sous  la  forme 

m  =  IX  (rr), 
[)ar  l'équalion 

On  distinguera  d'ailleurs  les  quatre  cas  de  a=:o,  u.=.i,  a  =  2,  «>  1. 
Pour  a  ^  o,  c'est-à-dire  poin-  un  entier  impair,  la  formide  est 

(3)  M[ni  =  x^  +j^+  ^^z--ht--hir  -M--)]  = /,Ro  (/«)• 

Pour  a=  I,  c'est-à-dire  pour  un  entier  impairement  pair,  elle  de- 
vient 

(4)  M[3/«  =.r-4-j-+2(z--f-r-  +  «--hi'-)J  =4  [4—  (-'^,-'-)l  HîC'"), 

en  sorte  que  la  valeur  de  m  (mod.  4)  y  joue  un  rôle. 

Même  remarque  pour  le  cas  de  a  =  2,  la  formule  étant  alors 

(5)  M  [li-m  =  .r^  + j=-h  2  (  s^-^  t'+  ir-\-  p^,]  =  4  [",5  -  (l^' )1  R,{m). 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  dans  le  cas  de  a  >  2.  Pour  ce  cas  la  for- 
mule devient 

(6)  M  [-2"  m  =  .v-+j-  +■  ■i{z-  +  t-'+u-'-^^'-)]  =  I  5.4'"' "'Ko  (m), 

^^  ['Tir)  "'y  ^»"''^"  i'''""- 
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6.   En  faisant  77/  =  9,  la  formule  (3)  donne 

M  f  9  =  ,T-  -h_r-  -+-  2  {z-  -h  t.- -h  n-  +  ('-)  =  288. 

Cela  est  exact.  On  a  trouvé  plus  haut  deux  cent  quatre-vingt-douze 
représentations,  pour  l'entier  9,  par  la  forme 

Mais  ici  on  doit  supprimer  les  quatre  représentations  impropres 
données  par  l'identité 

9  z=  3-  -H  o-  +  1  (o^  -)-  o-  +  0-  +  o')  ; 

le  reste  est  bien  deux  cent  quatre-vingt-huit. 

En  faisant  m  =  i  dans  la  formule  (5),  cette  formule  donne 

M  [4  =  X-  -t- j-  +  2  (s^  _f_  ,=  +  ,,=  +  4,2)j  ^  55_ 

On  avait  obtenu  soixante  représentations,  tant  propres  qu'impropres, 
de  l'entier  4;  niais  il  faut  ici  retrancher  quatre  représentations  répon- 
dant à  l'identité 

4=  2"  -I-  o-  -H  2  (0--+-  o^  H-  o-  -h  0-); 

de  là  le  reste  cinquante-six. 

Faisons  enfin  ///  =:  1 ,  a  =  3;  la  formule  (6)  nous  donnera 

M  [8  :=.  .r=  +_r-  -h  2  (:•=  +  ^-  +  ir  +  v-)]  =  240, 

résultat  exact;  car  du  nombre  total  deux  cent  cinquante-deux  des 
représentations  de  l'entier  8,  il  faut  (quand  on  se  borne  aux  repré- 
sentations propres)  retrancher  douze  unités  répondant  aux  douze 
représentations  impropres  que  fournissent  les  deux  identités 

=  2-  +  2-  4-  2  (o-  +  o-  +  o-  +  0-) 
et 

8  =  o'-  -+-  0=  +  2  (2-  -(-  o-  -+-  o'-  +  0-), 

eu  sorte  que  le  nombre  des  représentations  propres  n'est  plus  que 
deux  cent  quarante. 
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QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  U  TILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Par   m.   J.    LIOUVILLE. 


QUATORZIÈME  ARTICLE. 


1.  Dans  ce  quatorzième  article,  comme  dans  le  treizième  (inséré 
au  cahier  précédent),  je  considère  un  nombre  donné 

m 
de  la  forme  4/^  -H  3.  Je  le  décompose  d'abord  de  cette  manière 

tn=  ^]l-^  -+-  4'"i  +  27723, 

777,,  7772,  "^3  étant  des  entiers,  savoir:  m,  impair,  positif  ou  négatif;  7773 
pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif;  enfin  7773  impair  et  positif.  Puis 
je  fais 

d'à  et  (?3  étant,  comme  ttz,,  des  entiers  impairs  et  positifs.  J'arrive  ainsi 
à  l'équation 

771  =  777^  -t-  4^2  +  ^^3  ^31 

qui  marque  le  mode  de  partition  du  nombre  77i  auquel  se  rattachent 
nos  formules. 

De  chaque  système 

772,,    777j,    fl'j,    (?3 

ainsi  obtenu,  on  tire  trois  autres  quantités  que  je  désignerai  par 
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en  faisant  cette  fois 

.r  =  c?3  —  11112-, 

j-  =z  il^  -^  luin  —  m,, 

avec 

z  =  âj  +  m,. 

Ce  sont  là  les  valeurs  que  j'emploierai  sous  le  signe  F,  en  représen- 
tant par 

F(.r,j-,z) 

une  fonction  impaire  de  X,  j,  z,  c'est-à-dire  une  fonction  remplissant 
les  trois  conditions  géuérales 

F{-jc,j,  z)  =  -F[a:,j,z), 
F  (-^7  -  J.  -)  =  -  F  [X,  j,  z), 
F(^,  J,  -  z-)  =  -F(x,  j,  I.), 

à  quoi  j'ajoute  les  deux  conditions  spéciales 

F(a:,  o,  z)  =  o,     F(j:,  j,  o)=:o, 

relativement  aux  indéterminées  j-,  z  dont  les  valeurs  sont  des  entiers 
pairs  comprenant  le  zéro.  Quant  à  x,  c'est  un  entier  essentiellement 
impair;  on  n'a  donc  pas  à  se  préoccuper  du  cas  de  a?=:  o,  qui  ne 
peut  pas  avoir  lieu. 

Considérant  à  présent  pour  chaque  système 

m,,  m.,  dj,  (?3. 

la  valeur  correspondante 

F{x,j;z], 
ou  plutôt 

F((?3— 2n«;,  dj  ^  im^  —  m,,  (?3 +  '«,), 

de  notre  fonction,  je  trouve  que  cette  valeur  est  tantôt  positive,  tan- 
tôt négative,  de  telle  ficon  que  la  somme  algébrique  est  nulle    pour 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  283 

l'ensemble.  C'est  ce  que  j'exprime  en  disant  que  l'on  a 

pourvu  que  le  signe 

2 

|)orte  sur  tous  les  systèmes 

;»,,  nu,  d^,   âj. 
Nous  nous  contenterons  des  deux  exemples  de 

m  =  3,     /n=  7, 

Pour  m  =  3,  on  n'a  à  écrire  que  deux  équations 

3  =  1^-1-  4-0-  -H  2.1.1, 
3  =  (—  i)^-t-  4-0-  H-  2.1.1, 

d  où  résulte,  pour  le  premier  membre  de  la  formule  (B),  une  somme 
formée  aussi  de  deux  termes 

F(i,  o,  2)  +  F(i,  2,0), 

qui  tous  les  deux  sont  nuls  puisqu'une  des  indéterminées  y  est  égale 
à  zéro  sous  le  signe  F.  Pour  m  =  7,  l'équation 

fournit  huit  équations  particulières  : 

7  =  1=4-  4.0=  +  2.1 .3, 
7=1=  +  4.0^-4-2.3.1, 

7  =  (-  l)-  -4-4-0°  -t-  2.1.3, 

7  =  (—  1)'-  -(-  4-0"  -+-2.3.I, 
7  =  1^  -4-4- ï"  -1-2.1. 1, 

7  =  i=-t-4(-i)'-4-2.i.i, 

7  =  (— O^-f-  4-i'-t-  2.1.1, 

7  =  (-i)'-^4(-i)'  +  2.i.i. 

36.. 
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La  somme  des  valeurs  correspondantes  de 

est  donc  composée  de  huit  termes 

F(3,o,/,)  +  F(i,2,  a)  +  F(3,  2,2)  +  F(i,4,  o)  +  F(-i,2,  2) 
-{-F  (3,  -2,  2)  +  F(-i,4,o)+F(3,o,o). 

Or  quatre  de  ces  termes  sont  nuls,  puisqu'une  des  variables  y  est 
égale  à  zéro  sous  le  signe  F;  et  les  quatre  autres  se  détruisent  deux  à 
deux,  puisque  par  la  nature  de  la  fonction  F  on  a 

F(—  r,  2,  2)  =  —  Ffi,  2,  2) 
et 

F(3,  -a,  2)  =  -F(3,  2,2). 

2.  La  formule 
(B)  5!F(°\  —  lin,,  «Yj -f- 2/rt^  —  m,,  â.^  +  m,)  —  o 

que  nous  venons  de  poser  et  la  formule 

(A)        %  F(c?3  —  2/?/o,  d^  -h  zm^  —  m,,  d^  +  2in^  -+-  m,)  =  o 

de  notre  treizième  article  sont  comprises  dans  une  formule  que  nous 
allons  maintenant  faire  connaître  et  qui  contient  une  fonction  de 
quatre  variables. 

C'est  toujours  un  entier 

m 
de  la  forme 

4pi.+  3 

que  nous  considérons,  en  continuant  à  le  soumettre  au  mode  de  par- 
tition marqué  par  l'équation 

m  =  m^  -{-  4'«2  ~*~  2  ''4  '^■j  ; 

on  se  souvient  que  f/3  et  <?3  sont  impairs  et  positifs,  m,  impair  de 
signe  quelconque,  enfin  m^  pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif. 
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De  chaque  système 

m,,  m,,  ^3,   o\, 

on  tire  quatre  quantités 

je,   J,   »■,    t, 
savoir  : 

J?  =  0*3   —  2/77o, 
J-  =  <^4  +  2^2  —  m,, 
S  =:  f/j  -t-  2  m,  +   ?M,, 

/  =  0^3  +  m,. 

Telles  seront  ici  les  variables  x,  j",  z,  <  à  employer  sous  un  signe  de 
fonction  : 

Mais  il  faut  définir  cette   fonction  que  nous  voulons  introduire  et 
préciser  les  conditions  auxquelles  elle  devra  satisfaire. 

D'abord,  il  faut  qu'elle  soit  impaire  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
A  y\  en  d'autres  termes,  il  faut  que  si,  x,  j,  z,  t  désignant  un  des 
systèmes  de  valeurs  de  dos  variables,  il  y  en  a  un  autre  pour  lequel  la 
première  ou  la  seconde  variable  ait  seulement  changé  de  signe,  la 
fonction  elle-même  n'ait  fait  aussi  que  changer  de  signe,  en  sorte  que 

^[-^^  j.  -,  0  =  —  ^{^^  y-.  -,  0. 

Pour  J' =  o,  nous  ajouterons,  comme  à  l'ordinaire,  la  condition  spé- 
ciale 

i{x^  o,  s,  /)  =  o; 

mais  nous  n'avons  rien  à  exiger  de  la  valeur  de 

^(O,    J,    Zy     t\ 

puisqu'on  ne  peut  pas  avoir  j:  =  o. 

Il  faut  ensuite  (et  ici  je  hasarde  une  locution  nouvelle)  que  la  fonc- 


V..86  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

tion 

^(x,  j,  s,  0 

soit  impaire  par  rapport  au  groupe  des  deux  variables  z,  t;  je  veux 
dire  que  si  le  système  a",  ?',  z,  t  coexiste  avec  un  autre  système  x,  j, 
—  z,  —  t,  où  les  deux  dernières  variables  ont  changé  à  la  jois  de 
signe,  on  devra  avoir 

§  [x,  j,  —  s,  -  0  =  -  ^i^-,  y-,  z,  i)- 

Si  l'on  a  r- =  o  sans  avoir  <  =  o,  ou  l)ien  /  =  o  sans  z=o,  cette 
équation  de  condition  prendra  la  forme 

^(x,  j,  o,  —t)  =  -  §{x,  j>-,  o,  ^j, 

ou  bien  la  forme 

i{x,  j,  -z,  o)=  -É[x,j,  z,o). 

Mais  il  faut  prévoir  aussi  le  cas  où  l'on  aurait  en  même  temps  z  —  o 
et  f  =  o;  alors  nous  demandons  naturellement  que 

j(x,  jr,  o,  o)  =  o. 

Sous  les  conditions  que  je  viens  d'énumérer,  on  aura  toujours 

(C)  2#  (o\  —  2?72;,    rt'a  +  2ITU  —  /H,,   r/3  +   illl.  ■+-  m,,    o\  -H  m,  )  =  O, 

le  si£;ne 

portant  sur  tous  les  systèmes 

ni,,   Wj,  fis,  o\. 

Cette  formule  remarquable  est  l'objet  principal  de  notre  quatorzième 
article. 

Nous  nous  bernerons  à  vérifier  la  formule  (C}  dans  le  cas  de 

m  =  7. 
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Alors  la  somme  qu'on  doit  trouver  égale  à  zéro  est  la  suivante  : 

J(3,  o,  2,  4)  4- J(i,  2,4,  2)  + -5(3,  2,  o,  2)  +  ,f(i,/i,2,o) 

+  #(—  I,2,/|,2)  +  ,f(3,  —  2,0,  2)+.f(—  1,4,  2,0) -1-^(3,0,  —  2,0). 

Or  les  deux  termes 

É{Z,   o,    2,  4),      ^(3,  o,    —  2,    o) 

sont  égaux  à  zéro,  puisque  pour  eux  la  valeur  de  j  est  égale  à  zéro. 
Les  six  autres  se  détruisent  deux  à  deux,  attendu  que  l'on  doit  avoir 

^[—i,  2,  4,  2)  =  — j(f,  2,  4,  2),    J(— I,  4,  2,  0)  =  — ,f(i,  4,2,0), 

d'après  la  condition  relative  an  changement  de  signe  pour  la  va- 
riable x;  puis 

5" (3,  —  2,  o,  2)  =  —  i(3,  2,  o,  2), 

d'après  la  condition  relative  an  changement  de  signe  pour  la  va- 
riable j.  L'équatiou  (C)  est  donc  vérifiée. 

3,  On  s'assurera  aisément  que  les  conditions  imposées  à  la  fonction 

§[x,j,  s,  /) 
dans  la  formule 

(C)    "S  -f  (o\  —  2///.,    (I:i  -)-  11112  —  '»(,    (/s  +   2/;i2  +  7U,,    r}.^  -}-  //2,  )  =  O 

seront  remplies  si,  en  supposant  cette  fonction  indépendante  de  /,  on 
la  réduit  à  une  fonction  impaire  des  trois  autres  variables,  c'est-à-dire 
à  une  fbnclion 

F  [x,  jr,  Z) 

vérifiant  les  équations  générales 

F  [x-,  -  J7  z)  =  -  I''  {■^'■>  J.  -)r 
F(J",  7,  -  z)  =  -  F(.r,  7,  z) 
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et  les  équations  particulières 

F  {x,  o,  z)  =  0,     F  (x,  y,  o)  =  o. 

Alors  la  formule  (C)  se  changera  dans  la  formule  (A). 

Elle  se  changera  au  contraire  dans  la  formule  (B),  si  l'on  suppose  la 
fonction 

#(.r,  j,  2,  t) 

indépendante  de  z  et  réduite  à  une  fonction  impaire  de  .r,  j\  t  dont 
la  valeur  soit  zéro  quand  j  ou  /  =  o. 

D'autres  formules  à  trois  variables  pourraient  se  déduire  de  la  for- 
mule (C);  mais  je  n'insiste  pas  sur  ces  détails. 
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REMARQUE 

SUR    LE   DÉVELOPPEMENT    DE    cosam^; 
Pak  m.  HERMITE. 


En  développant  suivant  les  puissances  de  l'argument  les  trois  fonc- 
tions sin  amx,  cosamjr,  Aaino",  on  obtient  les  séries  suivantes  : 


SW1  am  X  : 


cos  auix  =  I  —   -^ h  (1  4-  4^')  5—7  —•■••) 

1.2       ^  ^1.2.3.4 


Aamjr=  i  —  A"  — h  (k*-h^k 


sin  am 


1.2       ^  ■'1.2.3.4  ' 

OÙ  le  coefficient  d'un  terme  quelconque,  5 5 5 » 

^  ^      '   i.2.3...2«  +  i    1.2.3. ..2/1 

est  une  fonction  entière  et  à  coefficients  entiers  du  module  k^.  Mais 

jusqu'ici  il  n'a  pas  été  possible  d'en  obtenir  l'expression  générale,  et 

tout  ce  que  l'on  sait  à  leur  égard  résulte  simplement  des  relations 

A\r,  j  )  =Asinam(j:,  A-),      cosam  (kx,j\=Aam{x,k). 

On  reconnaît  ainsi  que  les  coefficients  de  sin  amj?  sont  des  polynômes 
réciproques,  et  que  le  développement  de  cosam  J7  donne  immédiate- 
ment celui  de  Aam.r.  C'est  de  cette  fonction,  cosamx,  que  je  vais 
m'occuper  en  ce  moment,  me  proposant  d'établir  à  l'égard  des  coeffi- 
cients, dont  voici  les  premiers  d'après  Gudermann  : 

1  +  44*^-+- 16  A*, 

n-4o8A='  +  9i2A*  +  64A% 

1  +  368H  A-^  +  30768  A'  +  iSSoSA"  +  256A», 


la  remarque  suivante. 

Tome  IX  (2'  série).  —  Se?icmbi\e  186^. 
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Posons  k  =  cos5  et  introduisons  les  arcs  multiples,  au  lieu  des  puis- 
sances du  cosinus;  en  les  multipliant  chacun  par  k  on  trouvera 
successivement 

A -H  4^' —  4cos5  +  cos35, 

A  -)-  /j4A-'-hi6A-*  =  44cosS+  i6cos35  +  cos5  9, 

A  -(-  4o8A'  -f-9iaA^-t-64X-'  =  912  cos5 +  4o8cos35-f-64cos55  -t-cos75, 

On  aperçoit  dans  ces  égalités  que  les  puissances  de  A  et  les  cosinus 
(les  multiples  de  5  ont   précisément  les   mêmes  coefficients.   Or,  en 

général,  si   l'on  .représente  le   coefficient  de  ^ dans   le 

"  '  l.2.3...2«-)-2 

dévelop|)enienl  de  cosamcr  par 

n 

A9  +  A,  X--  H-  A, A*  + ...  +  .^„A-"  =  y  Aik^\ 

o 
lin  ;iin-;t  cette  relation: 

2  A.-cos-'-*-'  'j—S^  A,  cos  (2«  -H  I  —  4/)  5, 

qu  ou  peut  facilement  démontrer,  comme  on  verra.  Mais  je  veu.\  d'a- 
bord faire  voir  par  un  exemple  comment  elle  sert  à  calculer  directe- 
ment les  noçibres  entiers  A©,  A,,  A^,  etc. 

Soil  /^  =  4  :  <^ii  faisant,  pour  simplifier,  A,=  4'«,,  et  posant  Ao=  i, 
on  (troiivvera ,  en  remplaçant  par  les  arcs  multiples  les  puissances  du 
cosinus  : 

cos$  +  4i'(Cos'5  4-  lôrtocos^î  4-64 «3  ces' 5  -i-  aSôflj  cos^S 
=  cos5  -j-rt,  ^cos3ô  -4-  3cos5)-i-rt2(cos  55  +  5cos3ô-t-  locosô) 
-f-rt3(cos75  -t-  7cos5  5-t-  21  cos39-t-35cosS) 
-t-aj(cos99  -1-9COS75  4-  36cos56  4-84cos35  4-  laGcosô). 

On  en  conclut,  entre  les  quatre  inconnues,  les  cinq  équations  que 
voici  : 

4f7,  =  r?j4-  7^3  4-  36^4, 
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iGrto  =  '  -i-  3(7,  -i-  lortj  -+-  35^3  -+-  1  aôrt,, 
G4rtj  =  rt,  +  5/7,  -f-  Q I  r/j  +  84^4, 
256^7,  =  (73  +  r)n<. 

Leur  somme  conduisant  à  une  identité,  on  peut  omettre  l'une  d  elles, 
et  si  l'on  exclut  la  troisième,  un  calcul  facile  donne  : 

<7,  =^  922,     rt,  =  1923,     (73  =  247.     «4^1, 

ce  qui  conduit  en  effet  au  coefficient  rapporté  plus  liant,  d'après  Gu- 
dermann.  Laissant  de  côté  l'étude  de  ces  équations  considérées  en 
général,  et  me  bornant  à  remarquer  les  valeurs 

A„  =  4", 

A„_,=  4="-'-(2/;+ij4"-*, 
9"-^' -9-8/» 
^'-  ^6 ' 

j'arrive  à  la  démonstration  de  l'égalité 

^  A,COS-'"^'  ^  ~  2  •^'^°'^  (2/2-1-  1—40  ^' 

et  à  cette  occasion,  comme  j'aurai  à  faire  usage  de  la  transformation  du 
second  ordre,  je  vais  donner  diverses  formules  qui  s'y  rapportent,  et 
qui  peuvent  être  utiles  dans  bien  d'autres  circonstances. 

La  principale,  celle  dont  toiTtes  les  autres  peuvent  être  tirées,  est 


sinam     (i  -f- Â-)  .r,  j 


(1  -t-  /■  )  sin  am  x 
1  ■+■  /  sin'amx 


Il  suffit  pour  cela  d'opérer  totir  à  tour  sur  les  fonctions  au  module 
primitifs,  et  an  module  transformé,  en  employant  les  relations  de  la 
transformation  du  premier  ordre;  on  le  démontre  en  partant  de  ce 
théorème  arithmétique  que  tous  les  systèmes  linéaires 

ya,     h) 

dans  lesquels  ad  —  bc  est  un  nombre  premier  y?,  sont  donnés  par  un 

37. 
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seul  fl  entre  eux 

en  le  composant  à  droite  et  à  gauche  avec  des  systèmes      '  ',     au  dé- 

terminant   i.   Or  l'ensemble  des  relations  relatives  à  la  transforma- 
tion du  premier  ordre  consiste  dans  ces  formules,  savoir  : 


sinam  ( Ax,  7  ]  =:Asinama', 
cos  am  ikx,  7  )  =  Aamjr, 


Aam  (  A.r,  t)  =  cosama:. 

,  .        , ,,         /sinam X 
sinam(ij:,  k) 


'.      cosam(/x,  k')  = 

I 

1  làva[ix,k)  ^= 


sui  am 


cos  a  m  X 
I 

5 

cosani  j: 
Aamx 
cosani.r 
sinani.r 


[\lkx^—,\  =  

\  "■  /  cosamx 

/ .,,         I  \          A  Axnx 
cosam  [ik  X,-r:\  = ■> 


f      Aam  (  i^-'x.  ^]  =  — î 

\  \  A  y        cosamx 

1/.,        ik'\        /^sinam 
SU)  am   iKX,  -7-   = 
\             n"  /            Aamx 
<    cosam   ;A-x, -j- 1  = j 

■  \  «■  /        Aamx 

/'.,        ik'\        cosamx 
Aam  likx. 


/>■  I         AauTix 

X'siaarax 


/         ■  //'      'A        ^'^ 

sni  am  (  A:  JT,  —  I  =  — — 


cosam 


(^'^,  f)  = 


amx 
iA-\         cosamx 


Aamx 


Aam  [k'x,  77)  = 

\         '  /f'/         Aaiii.r 
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On  en  tire  par  un  calcul  facile,  pour  la   transformation  du  second 
ordre,  les  formules  suivantes  : 


I. 


(t  +  /  )  sinam.r 


II. 


III 


IV. 


V. 


sniam      i 


cos 


am[(,  +  A).r,  ^] 


[ 


Aam    (i  -h  A)jr, 


] 


I  +  Xsin 

amx 

cosaiiijrii 

am.r 

i+Xsin  = 

amx 

I  —  ^sin 

'arax 

sinam 


cosain 


Aam 


SI  11  am 


cos  a  m 


Aam 


si 


I  -f-  Xsiii'ama: 


(  (i  +  /i')sin  am.rcosamx 


,,,  .  7.J/i'  1 

(*'-.«>,  1^] 

nam|^(i  +  /i)/>,  |-^J 
cosam    (i  +  k)ix, 

Aam    (14-  fc)ix,  7 

nam|^(i  -+- A')x,  ^-^J 
Aam|^()  +k')x,  f^J 


I 

(i  +  A'jsin^aiiij- 

Aamx 

1 

— 

(' 

-t-/')sin- 

anij: 

I 

— 

( 

1  — X')sin 

■am.r 

I  —  { I  +  /■'  )  sin-  am  X 


(/'  +  //■)  sinam  X  Aamx 

1  — (k  —  //■')  /  sin'am.r 

cosamx 

I  —  (A  —  /A')^  sin'amx' 

I  — (X •  +  (X')Xsin'amx 

1  —  (  /■  —  iX  '  )  k  sin'  am  x 

i(i  -|-X  Isinamx 

cos amx  Aamx   ' 

1  +  /sin'amx 

cosamxAamx' 

I  —  X  sin-amx 

SI 


cosam 


cos  ara. r  Aamx 


(  I  -4-  /'  )  sin  am  x  cos  a  m  x 


A 

amx 

l  — 

(' 

+ 

/• 

)sin' 

am  X 

A 

amx 

1  — 

(' 

— 

/ 

)  sin- 

amx 

Aamx 
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1        .  f  ,  ,  .,,,        A+U'']        Ik  —  ;7M  sinamxAaiux 

■i\nAm\(k  —  ik  ]X,  -, rr    =  ^ ' 

l  L  ^ — '^  A  cosarax 

,,,  I  r,  ,  .,,>         X-4-;<'~|         I  — Ik  —  //')/■  sin' ara X 

VI.      ',  cosain    (A-  —  ik)x,    _    ,     =  —  ' 


Aam  Y^k  —  ik')x,  j^-^,  j  =  - 


cosam.r 
[k  +  ik'  )X  sin^amx 
cosam  j: 


J'oraels  d'écrire,  pour  abréger,  toutes  celles  qui  en  résulteraient  par 
le  changement  de  signe  de  A"  ou  k',  et  par  le  changement  des  modules 
transformés  en  leurs  inverses,  et  ne  conduiraient  pas  par  conséquent 
à  de  nouvelles  formes  analytiques  dans  les  seconds  membres.  C'est 
dans  le  dernier  groupe  que  nous  trouverons  la  relation  conduisant  à 
l'identité  que  nous  voulons  établir.  En  partant  en  effet  de  l'égalité 

-  f  ^  —  ik'  ]  k  sin'atn  x 
cosam  '  '  "      '"'  '  —  ■  — 


[(A;,_/A').r,^;^]=-i^ 


on  en  déiluira,  par  le  changement  de  signe  de  A', 

ros  am  \lk  ^  ik')  t  ^~'^'T-  ' -(^- +'>!')^sin'amx 
cos  am  ^k  +  ik)x,  jj^ \  -  ^^;^^^ ' 

d'où  il  sera  facile  de  tirer 

i,A  +  /A')cosam    (A  —  ik')x,  j^^    -^[k  —  /A'jcosam    (A  •+•  ik')x,     ~'  H 

=  aAcosamj". 

Or,  en  posant  A  =  cosô,  cette  égalité  prendra  cette  forme 

e    cosam  (^e       x,  e     j  +  e       cosam^^e   x,  e        j  =  2  cos9  cosamj:, 

et  la  relation  que  nous  nous  sommes  proposé  de  démontrer  en  résulte 
évidemment,  en  comparant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
d'une  même  puissance  de  la  variable. 

Relativement  à  sinam.r,  ce  serait  une  formule  de  la  transformation 
du  quatrième  ordre  qui  donnerait  une  conséquence  semblable.  Par- 
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tant  en  effet  de  la  relation  suivante 


r,-(,  +  v^)'^  d-v'^)" 

sinam  I  -i — ,  ;; — - 


I  — Arsin'amj: — cosamxAamx 


(1— s//!-)'  sinarnj: 


on  en  déduira  aisément 

L  2  (,^y/_/l'J 

(  /TV    •  \  i  [l -\-  \J  k)' 3-.      [i  —  y[J-,-'\  , 

et  on  en  tirera,  pour  la  détermination  des  coefficients  du  développe- 
ment de  sinam j:,  des  relations  analogues  aux  précédentes,  mais  d'une 
forme  un  peu  moins  simple. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  BESGE; 
Par  m.  J.  LIOLVTLLE. 


"...  J'ai  donné  dans  le  temps  une  expression  très-simple  du 
nombre  des  représentations  du  double  d'un  entier  impair  m  sous  la 
forme  dune  somme  de  douze  carrés.  Eu  désignant,  pour  abréger,  ce 
nombre  par 

N(aTO), 
on  a 

N  (202)=  264^5  (m); 

je  représente  à  mon  ordinaire  par  Ç5  (m)  la  somme  des  cinquièmes 
puissances  des  diviseurs  de  m.  Le  coefficient  numérique  264  est 
naturellement  égal  à  N(2).  Et  en  effet  les  représentations  de  l'en- 
tier 2  par  une  somme  de  douze  carrés  sont  toutes  fournies  par  l'iden- 
tité 

2  =  (±  1)-+  (±  i)--!-o-  +  o--Ho--i-o--4-o^-l-o^H-o^  +  o^  +  o-  +  o-, 
en   y  opérant  les  permutations  convenables;   leur  nombre  est  donc 


égal  à 


,     1 1 .  12 
4 -— , 


ce  qui  fait  précisément  264. 

»   La  formule  générale  pour  le  cas  d'un  entier  pair  quelconque 


2"/n 


n'est  guère  plus  compliquée.  Je  trouve  en  effet  que  sous  la  seule  con- 
dition de  a  >  o,  l'on  a 

N(2«/«)=|f(2I  +  2^«^'.5)Ç,(/«), 

ce  qui  pour  a  =  i  reproduit  la  formule  ci-dessus. 
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Pour  a  =  2,  le  facteur  qui  multiplie 


devient 


24 


or  on  a 


et 


Donc 


3^  (21+ 2". 5); 

2l4-2".5=3l  +  l0(2'"  —  1) 
'»_I   =:(2'*-   |)(2'  +  J)=3l.33. 

N(4m)  —  24.331.  'Çi{ni). 

»   Ainsi,  en  particulier, 

N(4)  =  24.33i. 

Ce  résultat  est  exact.  Les  représentations  de  l'entier  4  sous  la  forme 
d'une  somme  de  douze  carrés  sont  effectivement  fournies  par  les  deux 
identités 

4  =  (±  2)^  +  0--I-0-  -f-o- +0'-  +o--l-o^-1-o"  4-0-  +  0-  -ho^-l-n' 

ef 

4  =  (  nz  i)=  -4-  (  it  1  )=  4-  (  ±:  0=  4-  (  i  I )= 

4-  o-  +  o-  -t-  o-  +  o-  4-  0-  +  o*  -h  o-  +  o-, 

en  y  effectuant  les  permutations  qu'elles  comportent.  Pour  la  pre- 
mière, le  nombre  des  représentations  est  égal  à  24;  pour  la  seconde, 
il  s'exprime  par 

I .2.3.4 
c'est-à-dire  par 

24.330. 

De  là,  pour  le  total,  24.33i  ;  c'est  ce  qu'a  donné  notre  formule. 

Tome  IX  (»•  sériel.  —  Septembre  i86/|.  JO 
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»  Pour  a  =  3,  vous  ti'ouverez  sans  peine 

N(8»i)  =  2l\.io5'ji.Çs{ni); 

et  ainsi  de  suite.  Mais  laissons  là  ces  détails. 
»   La  formule  générale 

qui  subsiste  à  partir  de  a  =  i,  vous  paraîtra  sans  doute  assez  remar- 
quable. Mais  le  cas  de  a  ^  o  reste  exclu,  et  il  semble  toujours  difficile 
d'obtenir  quelque  chose  d'entièrement  satisfiiisaut  au  sujet  de  la  va- 
leur de  N  [m).  » 
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\AA^i^AtA^^AA^A^^^ln^^^^\«v^«\v>\%^^^«t«t4A%M.^v««vx^^%\^^«'lv«,%\«x^<^^^v^.«Al%%xv^«.^•'^,^^^^«v^,v^\^^^A<\^w\^^^«VMV^^Ai%«MAvx^^^>^«1 


SUR  LA  FORME 

jc-  ■+-  2  j-  +  3  :^  +  6/^  : 

Par  m.  J.  LÏOITVILLE. 


1 .  Jacobi  a  prouvé  le  premier  que  tout  entier  n  peut  être  repré- 
senté par  la  forme 

JC-  -+-  2j^  +  3z-  -i-  6t-, 

et  depuis  j'ai  fait  voir  que  ce  théorème  n'est  qu'une  conséquence 
presque  immédiate  de  celui  que  Lagrange  a  établi  rigoureusement 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  au  sujet  de  la  représenta- 
tion de  n  par  une  somme  de  quatre  carrés.  Il  est  en  outre  aisé  de 
s'assurer  qu'en  modifiant  très-légèrement  la  méthode  que  Lagrange  a 
suivie  pour  la  forme 

.r*  4-  J^  -h  z"^  +  t-, 

on  étend  cette  méthode  à  d'autres  formes,  parmi  lesquelles  se  trouve 
la  forme  indiquée 

x'  ■+-  -îj-  -V-  3z-  +  6^-. 

Mais  jusqu'à  présent,  à  ma  connaissance   du  moins,  personne  n'a 
donné  une  expression  simple  du  nombre 

^{n  =  x--\-  if-  +  3z-  +  6<-) 

des  solutions  de  l'équation 

n  =  jr'  +  2^*  _|_  3s=  _|_  G/=^ 

dans  le  second  membre  de  laquelle  nous  admettons,  comme  d'ordinaire, 
pour  J",  y,  z,  t  des  entiers  quelconques,  positifs,  nids  ou  négatifs.  En 

38.. 
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essayant  aujourd'hui  d'aborder  cette  question,  je  dois  avertir  que  je 
n'ai  réussi  à  la  traiter  complètement  que  dans  le  cas  de  n  pair.  Quand 
il  s'agit  d'un  entier  impair,  je  n'ai  pu  jusqu'ici  trouver  que  deux  limites 
(l'une  inférieure,  l'autre  supérieure)  du  nombre  demandé. 

2.  Considérons  d'abord  un  entier  n  impairement  pair,  et  pour 
mettre  en  évidence  le  facteur  3,  s'il  y  est  contenu,  représentons  cet 
entier  par 

m  étant  impair,  premier  à  3,  et  l'exposant  /3  pouvant  se  réduire  a 
zéro.  Désignons  d'ailleurs,  suivant  notre  habitude,  par 

la  somme  des  diviseurs  de  m.  La  valeur  demandée  de 

IN  (2.3'%?i  =  X-  -I-  2j-  H-  3;-  +  Gi^) 
s'obtiendra  en  nuiltipliant 


par  le  facteur 

qui  dépend  de  p. 
Ainsi 


2  (3'-^'  -  i) 


(i)     iSf  (2.3'^m  =  oc-  +  2j-  +  3z-  +  &f-)  =  2  (3'^-""  -  2)  Ç,  (m). 

On  remarquera,  en  passant,  que  le  rapport  de 

N  (2.3'%«  =  .r-  -+-  2  r  +  3^^  H-  6^=") 
à 

N(2m  =  x-  -\-  ij-  +  3z-  +  6^^) 
est  celui  de 

0—2 

a  l'unité. 
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3.  Appliquons  la  formule 

(  i)      N  {i.Z^m  =  .v'  -+-  ir'  +  33=  +  6<=  )  =  2  {3^^'  -  a)  Ç,  [i 


m 


à  quelques  exemples. 

En  y  prenant  p  =  o,  avec  m  =  i,  elle  donne 

N  (a  =  .r-+  2r=  +  S;'-'  +  Gt-)  =  2, 

résultat  confirmé  par  l'identité 

2  =  0=4-  2  (zb  i)=  -f-  3.0=  +  6.0=. 

Pour  |3  =  o,  avec  m  =  5,  elle  donne 

N  ( I o  =  x*  +  ij-  -H  3 s^  +  6 <-  )  =  i  '2 . 

Or  il  y  a  en  effet  douze  représentations  de  l'entier  10  par  la  forme 

X-  +  2  )--  -h  3z-  -h  6t'\ 
comme  le  prouvent  les  deux  identités 

IO  =  (lt2)=  +  2.0=+3.0=  +  6(±l)  = 

et 

io  =  (±  i)=4-2.o=  +  3(±i)-+6(±i)*. 

Pour  |3  ^  o,  avec  m  =  -,  il  vient 

N  (i4  =  ^'  +  ^J'  ■+■  3z-  +  6t-)  =  16. 

Or  les  identités 

i4  =  (±:3)=  +  2(+i)»-4-3(±i)=  +  6.o-, 
14  =  0=  -i-2(ii2)=-+-3.o=  +  6(±[)-, 

l4=:0=  +  2(±  l)=  +  3(±2)-  +  6  O- 

monlrent  l'exactitude  de  ce  résultat.  La  première  fournit  huit  repré- 
sentations de  l'entier  4;  chacune  des  deux  autres  en  fournit  quatre,  et 

8  +  2.4  =  16. 
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Soit  à  présent  /3  ^  i,  avec  m=:  i .  La  formule  (i)  nous  donnera 

N(6  =  j:-  -f-  2j^  +  3z^  +  6^-)  =  il\. 
Les  identités  qui  fournissent  les  représentations  sont  ici  : 

6  =  (±2)=  +  2(±  i)=  +  3.o=+6.o=, 
6  =  (±i)-  +  2(±i)=  +  3(±i)=  +  6.o% 
6  =  o=  +  9..o=  +  3.0^  +  G  (  ±  0'. 

Elles  conduisent  au  nombre  indiqué,  attendu  que 

4-t-  8+  2  =  f4. 

Pour  dernier   exemple,  soit  /3  =  2,  avec   /ra  =  i .    D'après   la   for- 
mule (i),  on  devra  avoir 

N(i8  =  ^-  +  2j=-t-3z^  +  6^=)=  00. 
La  vérification  se  tire  cette  fois  des  identités 

18  =  o-  +  2(it  3)'-  -I-  3.0-  -4-6.o% 

i8  =  (^4)'  +  2(±  ')'  +  3.o^-f-6.oS 

l8  =  (i:2)^  +  2(±2)^  +  3.0=+6(±l)% 

i8n=(±3)-  +  2.o=  +  3(=t  02  +  6(±  i)=, 
i8  =  (±i)-H-2(±2)=  +  3(±i)^  +  6(±  i)% 
i8  =  (it:2)=  -t-2(±  i)-  +  3(±2)--f-6.o-, 
i8  =  o-  +  2.o"--4-3(±'i)-  +  6(±:  if. 

Les  nombres  de  représentations  qui  leur  correspondent  respective- 
ment sont  deux,  quatre,  huit,  huit,  seize,  huit,  quatre;  et  la  somme 

2  +  4h-8-(-8  +  i6-j-84-4 

est  précisément  égale  à  5o. 

4.  Considérons  maintenant  un  nombre  pairement  pair 

2='3'^m, 
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m  étant  comme  ci-dessus  un  entier  impair,  premier  à  3,  cl  l'exposant  j3 
pouvant  se  réduire  à  zéro,  mais  l'exposant  a  étant  supérieur  à  l'unité. 
Dans  cette  hypothèse  de 

a  >  I, 
je  trouve 


;2)    N  (a'-S^n  =  x^  +  i  r  +  3z=  +  6<=)  =  6  (3'^^'  -  2)  Ç,  i 


'« 


Le  facteur  2  de  la  formide  (i)  est  remplacé,  comme  on  voit,  par  le 
facteur  6.  Il  n'y  a  pas  d'autre  changement,  et  l'on  doit  observer  que 
le  rapport  de 

N(2"3'^/«  =  jr"  +  27=  +  3z-  +  6/^) 
à 

N  (2" /H  =  :r-  +  if-  +  3z=  +  et-] 

reste  égal  à  celui  de 

3''^'-2 

à  l'unité,  comme  lorsqu'on  prenait  «  =  i .  Ainsi,  q  désignant  un  entier 
pair  et  premier  à  3,  du  reste  quelconque,  on  obtient  tonjoins  la  va- 
leur de 

N  (3''7  =  x-+  2j-  -+-  3z-  -1-  G<=) 

en  multipliant  par 

3'^^'  -  2 

celle  de 

On  verra  plus  tard  comment  cette  relation  se  modifie  quand  il  s  agit 
d'un  nombre  impair. 

.">.   Vérifions  la  formule 
(2)     N  (2'-3'^«  =  .T-  -4-  2f  +  3z»  -4-  6t-)  =  6  (3'^^'  -  2)  Ç,  (m) 
dans  quelques  cas  particuliers,  eu  supposant  bien  entendu  a  >  1 . 
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Pour  a  =  2,  avec  /3  =  o  et  /n  =  i,  cette  formule  donne 

N  (4  =  J^'  +  2j'-  -h  3s=  4-  6<»)  =  6, 

résultat  confirmé  par  les  deux  identités 

4  =  (::t  a)-  -t-  2.0'-  4-  3.o^  +  6.0^ 
et 

4  =  (^  i)'+  2.0»  +  3(±i)*  +  6.o^ 

Pour  a  =  2,  avec  p  =  i  et  7n  =  i,  il  vient 

N  (12  =  x^  +  2j-  +  3z^  +  6^^)  =  42. 

Or  les  représentations  de  l'entier  12  par  la  forme 

.r=  +  2J-  +  '6z--h6t- 

sont  contenues  dans  les  identités 


12  = 

I  2  = 

12  := 
12  = 
12  = 


±  2)'-  +  2(ltl  2)-  +  3.0-  +  6.0% 

±3)^  +  2.o-  +  3(±i)=  +  G.o% 
ih  i)--H2(±2)^  +  3(±  i)-  +  6.o% 
±  2)^  +  2  (  =t  I  )-  +  3.0=  +  6  (  it:  1  )% 
±  i)-  +  2(±i)^  +  3(±  if +  6(±  7)^ 


12  =  0-  -+-  i.o"  4-  3  (  il  2)-  H-  6.0-, 

qui  fournissent    respectivement   quatre,   quatre,   huit,  huit,   seize  et 
deux  représentations;  la  somme 

4  +  4  +  84-8  + 16  +  2 

étant  égale  à  42,  la  vérification  cherchée  a  lieu. 

Je   terminerai  en  prenant  a  =  3,  avec  p  =  o  et  /n  =  i .  D'après  la 
formule  (2),  on  devra  alors  avoir 

N(8  =  a--  +  2}--  +  3z.-.4-  6/=)  =  6; 
et  c'est  ce  qui  résulte  effectivement  des  deux  identités 

8  =  o-+2(=t:2)-  +  3.0=  -h  6.0^ 
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et 

8  =  o-  +  2(±  1)-^  + 3.0^  +  6(^1)», 

les  seules  (jui  puissent  s'offrir  ici. 

(>.  Ucciipons  nous  enfin  tin  cas  d  un  nombre  impair  y  m  [m  im- 
pair et  premier  à  3).  Je  n'ai  réussi,  jusqu'à  présent,  comme  je  l'ai  déjà 
dit,  qu'à  trouver  pour 

N  (3'^;n  =  ^'^  -i-  aj  ^  +  3z*  +  6t') 

deux   limites,   l'une  inférieure,  l'autre  supérieure.  Ces  limites,  telles 
qu'elles  se  présentent  d'abord,  seraient  d'une  part 


3 
d'autre  part 


U3^^'-2)-Ç,{m), 


2(3'^^'-2)Ç. 


m, 


Mais  en  s'en  tenant  là,  on  ne  donnerait  qu'une  idée  par  trop  insuffi- 
sante de  ce  que  devient  la  valeur  de 

N  (3^//2  =  X-  +  2)--  +  3z'  +  6<^) 

quand   l'exposant  fi  grandit.  Si  nous  n'avons  pu  nueux  faire  au  sujet 
de  la  valeur  de 

N  (/7i  =  jL-^  4-  2_r"  ■+-  32.-  +  6/'), 

pour  laquelle  la  limite  intérieure  est 
et  la  limite  supérieure 


2  ,- 
3^ 


2?,  ('"), 
nous  montrerons  du  moins  comment  on  passe  de  la  valeiu'  de 

lS{m  =  x'  -^  2  )-  -+-  3z--  +  et'  ) 

Icinic  IX  (  j'  st'iie).—  Septembre  i.S()4.  ^9 
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supposée  connue  à  celle  de 

N(3'^m  =  ^=  +  27=  +  3z'-i-6t:). 

De  cette  façon,  l'influence  de  l'exposant  /3  sera  mise  en  pleine  évidence. 

7.   Cherchons  pour  quelques  nombres  particuliers  la  valeur  de 

N(77i  =  X='+  2jr-+  32-4-6^=') 

dont  nous  venons  de  fixer  la  limite  inférieure  à 

et  la  limite  supérieure  à 

aÇ,  (m). 
L'identité 

I  =  (±  1)-  -f-  2.0-  -I-  3.0-  +  6.0^ 

nous  montre  que 

N(i  :=^--(-27'-t-3z-  +  6f^)  =  2. 
Ici  la  hmite  supérieure  est  atteinte,  puisque 

Au  contraire,  on  conclut  de  l'identité 

5  =  0-  +  2(±i)=  +  3(zzi)-  +  6.o'S 

de  laquelle  seule  résultent  les  représentations  de  l'entier  5  par  la  forme 

jc-  -h  27-  •+  3z-  H-  6t'\ 
que 

N  (  5  =  j:--  4-  ajr^  +  3  z-  -1-  6  ^-  )  =  4 . 

Cette  fois  on  descend  jusqu'à  la  limite  inférieure,  puisque 


Ç.(5)  =  4. 
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Des  deux  identités 

7  =  (zt:  2)^  +  2.0-  +3(±  i)=  H-6.o% 

7  =  (±:  0*  +  2.o-  +  3.o^-f-6(±i)% 
on  concliil 

N(7  =  x='-H2j-  +  3z=  +  6«-)  =  8. 
Ici  on  a 

2Ç,(m)=::i6,     |ç,(m)  =  y; 

le  nombre  8  est  compris  entre  ces  deux  limites. 
Soit,  comme  dernier  exemple, 

m  =  I  I. 
A  cause  des  identités 

II  =(±3)- -f-2    ±:i)-  +  3.o-+6  o\ 

I  I  =  G-  -i-  2(  i:  2)-  +  3(±  I  j-  +  6.0-, 

ii=o-  +  2(=t  i)^  +  3(±if  +61  ±1)-, 
on  a 

N(ii  ^  X-  -h  2J--  -h  ?>-J  -h  6t^)  =  16. 

Or  le  nombre  16  est  compris  entre  les  limites  24  et  8,  qu'iiuliquent 
les  équations 

aÇ,(ii)  =  24,     |ç,(ii)=8. 

8.   Pour  lier  maintenant  la  valeur  de 

N  [y m  =  a-  -+-  if-  +  'i-J  +6^-), 
où  l'on  suppose  l'entier  m  impair  et  premier  à  3,  à  celle  de 

N  (m  =  .r^  -+-  ly-  +  3z^  +  6i^), 

la  valeur  de  m  étant  la  niêi:ie,  je  mets  en  évidence  la  seule  variable  de 
la  question,  savoir  /S,  et  j'écris 

N(3''nî  =  x--+  2r  +  3z-  +  6/=)  =/(/3), 

39.. 
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en  sorte  que 

N  (m  =  X-  +  2j-  +  32="  +  6t^)  =  /  (o). 

Celn  posé,  je  Irouve  d'abord,  entre  fifi)  et  /(j3+  i),  cette  rela- 
tion : 

/(/3+i)+/(/3)  =  4(3'^^'-i)Ç.(m). 

C'est  nne  équation  aux  différences  finies,  très-facile  à  intégrer,  et  qui 
fournira  _/  (/3^,  si  Ton  connaît   /  (o).  On  en  tire,  en  effet, 

f(^)  =  {y^'-2)-Ç,{7n)  +  (-  rflfio)  -  ?.(//»)], 

formule  remarquable  d'où  résulte  la  solution  complète  du  problème 
que  nous  avions  en  vue.  Les  principes  sur  lesquels  nous  nous  fondons 
pour  y  arriver  sont  extrêmement  simples  et  d'une  grande  portée. 

9.  Nous  avons  trouvé 

N(i  =  .r'' -f- 2 ?■- +  3z=  +  6<=)  =  2, 

en  sorte  que,  pour  /«  =  i,  l'on  a 

/(0)=2. 

La  valeur  générale  de  _/(jS),  pour  /n  :=  i,  sera  donc 

/(^)  =  3'^--2  +  (-,f. 

En  d'autres  termes, 

N  (3^^=  x'-  ^-  2r-  -h  3z'^  +  6t')  =  3'^+'  _  2  +  (-  i)^ 

Quand  on  distingue  le  cas  de  ]S  pair  du  cas  de  /3  impair,  on  a  par 
conséquent 


N  {y'=jc-  +  2f'  +  3z-  -+-  6t-)  =  3 


3  -/  -f- 1 


—  I 


tandis  que 

N(3''''+'  =  .r=  +  2.7--  +  3z=  +  6^-)  =  3  (3'^-''-^' -  i), 
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valeur  triple  de  la  précédente  si  7  est  le  même  de  part  et  d'autre. 
Quant  aux  exemples  muiieriques,  je  me  contenterai  d'observer  que, 
d'après  nos  formules,  on  doit  avoir 

N  r3  =  :r^  +  a  )■- +  3z- +  6<2)  =  6 
et 

Nf9  =  x-  +  2}-' -h  3z^  +  6/-')  =  26; 

or  ces  deux  résultats  sont  confirmés  par  les  deux  groupes  d'identités 
que  vnici  : 

3  =  (ih  i)-  +  2(ih  1)''  + 3.0'^-+- 6.0-, 

3  =  o-  +  2.o-  +  3(±  i)-  +  6.o- 
et 

9  =  (  ±:  3)-  +  2.0-  -I-  3.0-  +  6.0^, 

9  =  (  ±  I  /-  -)-  2  (  =t  2)-  +  3.0*  +  6.0-, 
9  =  (it  2)--t-2(±  i)=  +  3(±:  1)2-1-6.0-, 
9=(±  i)-  +  2(±  I  )•--)- 3.0- +6(±:  i)% 
9  =  o=-t-2.o=^-3(±  lY  -h6[±iy-. 

Nous  avons  trouvé 

N  (5  =  X-  +  2j-  +  3z-  +  6t-)  =  4, 
en  sorte  que,  pour  m  =  5,  on  a 

/(o)=4. 

T.a  valeur  générale  de  J  {^),  pour  m  =  5,  sera  donc 
/,(/3)  =  6(3^--2)-2(-,)^ 
En  d'autres  termes, 

N  (3*^.5  =  X-- -h  2j-  -h  5z-  -h6t-)  =  6{y^'  -  2)  -  2{-  if. 
Quand  on   dislingue  le   cas  de  p  pair  du  cas  de  jS  impair,  on  a  par 
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conséquent 

N  {r-'.  5=x-  +  2j-  -+-  3z'  -i-6t')  =  2  {3''-^'-  7), 

tandis  que 

N  (3^^-^'.  5  =  X-  +  2f'  -i-3z'  -+-  6t')  =  2  (3'''  +  '-  5). 

Cette  dernière  formule  donne,  par  exemple, 

N(i5  =  x- +  2j-^+ 3z"  +  6/-i  =  44- 
Or  les  identités 

<5  =  (±2)-  +  2(±2)--i-3(±  \)-  +  6.o\ 
.5  =  (±3;-  +  2.o-  +  3.o=  +  6{±  i)\ 
i5  =i^±:  i)-  +  2(±:  2)^  -1-  3.0-  -f-6(=t  1)^, 
i5  =  (±2/  +  2(±  i)-  +  3(±  i)-  +  6(±  i)S 
i5  =  (±  i)-  +  2(±  if  +  3(±:2)-  +  6.o'^ 

fournissent  effectivement,  pour  l'entier  i5,  quarante-quatre  représen- 
tations par  la  forme 

.r^  +  2y-  +  3z--  +  6^S 

attendu  que 

8  +  4  -1-8  +  16  +  8  =  44- 

Nous  avons  trouvé 

N (7  =  a--  +  -2}-'  -hiz^  -h6t-)^S, 

en  sorte  que,  pour  m  =  7,  on  a  /(o)  =  8.  La  valeur  générale  de  /  /3), 
pour  m  =  7,  sera  donc 

/(|3)=.8(3^^'-2). 
En  d'autres  termes, 

N  (3^  7  =  x'  +  a.:r  +  3z=  +  6^*)  =  8  (3'^-^'  -  2). 
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On  a,  par  exemple,  * 

N  (21  =  X-  +  iy-  -h  3z-  ->r  ioO)=  56. 
Ce  résultat  est  confirmé  par  les  identités 

21  =o^-f-2(=t3)-  +  3(±i)^  +  6.o-, 

21  =(±4)-  +  a(it  i)-4-3(it:  i)=  +6.o% 

21  =(±2)=  +  2(±2)-  +  3(±i)=  +  6(±  n^ 

21  =(±3)=  +  2.0=  +  3{+2)-  +  6.0% 

21  =(±  i)--|-2(±2)-  +  3(rt2)-4-6.o% 
21  =(±  i)2  +  2(±  r)-  +  3(^2)2  +  6(:t  r)-, 

attendu  que 

4  +  8+  16  +  4 -t- 8 +  16=  56. 

Enfin,  nous  avons  trouvé 

N(ii  =  .x-  +  27--+-  3z--t-6«n=  16, 

en  sorte  que,   pour  a«  ^  1 1,  on  a  f  [p)  =  16.  La  valeur  générale  de 
_/  {/3),  pour  m  =  I  I,  sera  donc 

/(P)==I2(3''■"'-2)4-4(-I)^ 

Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ces  détails. 

10.  En  parlant  des  nombres  pairs,  nous  avons  vu  que  sous  la  seule 
condition  de  a  >  o,  le  rapport  de 

N  (2" 3''' m  =  x--  +  if-  4-  3z-  +  6/-) 
à 

N  {l'^m  =  .r-  +  %f  -\-  3z'-  +  6«^) 

est  égal  à  celui  de  3'^"'"'  —  2  a  lunité.  L'équation 

/(i5)  =  (3'^-'-a)Ç.(/«)  +  (-i)'^[/(o) -?.(;«)] 
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montre  que  ce  rapport  n'est  plus  celui  de  y  f/3l  à  y^(o),  c'est-à-dire  de 

N  (3V  =  x'-h  2j^4-  3z-  +  6t^) 
à 

N(/7i=x--4-  2 y  -h  3z^  +  6/'), 

sauf  pourtant  si  l'entier  m  est  tel  que  l'on  ait 

/(o)  =  ?.('«), 

ce  (jui  arrive  pour  /«  =  j,  mais  non  pas  pour  m  ^  i ,  m  =  H,  m  =  1 1 . 
Quand  la  valeur  de  /  (o)  n'est  pas  égale  à  Ç,  {?ii),  le  terme 

(-'/[/(o)-Ç.l"OJ> 

dont  la  valeur  numérique  est  constante,  introduit  une  sorte  d'irrégu- 
larité tantôt  dans  un  sens  et  tantôt  dans  l'autre,  suivant  que  l'expo- 
sant fi  est  pair  ou  impair.  Poiu'  calculer  ce  ferme  exactement,  il  fau- 
drait avoir  la  valeur  exacte  de  /  (o).  On  peut  cependant  se  faire  une 
idée  approchée  du  rôle  qu'il  joue  à  côté  du  terme 

(3'^--2)Ç.(m), 

dont  la  valeur  croît  très-rapidement  avec  l'exposant  /5.  En  effet  les 
limites  de  ^  (o)  étant 

celles  de 

/(o) -?,('") 
sont 

Ç,  (m),      -  ^ ?,('«)• 
De  là,  pour  y  (|3),  deux  limites  bien  plus  précises  que  celles  du  n"  6. 
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SUK 

QUELQUES  F0R3IULES  RELATIVES  AU  MODULE 

DANS  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 
Par  m.  HERITE 


Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVII, 
séance  du  21  décembre  ib63. 


Les  expressions  en  produits  infinis  des  fonctions  elliptiques,  savoir  : 

2Kar  I       2\qsmx[\ — iq- co&-2x  +  q*)[i — 217' COS2X  + ç*)  (i — 2^'coS2x-t- «y"). . 

~  <Jli  (i  —  217  cos2ar-f-ç')  (l  —  2(/^  C0S2J  4-9")  (l —  2  5r'cOS2J;  +  9"j.  .  . 

COSam   ^^"^  =        /X'2y/7COSJ:(l+2<7'cOS2j:  +  y')  (l4-  2<7'C0S2J4-9»)(|+  2q^C0S2X-\-q'-  I     .  . 
'^  \      k  (l  —  217  COS2J +(7')  (l  2i7'C0S2X  +  (7«)  (1  —  2i7*C0S2j:4-  7").  .  . 

.  2Kj;   ,—     (l  +  27  C0S2j:+ Ç-)  (l  +  27' C0S2X+  ^r")  (l  +2<7*  COS2X -|-i7'«).  .  . 

T  (l lq  COàZX-i-q^j  (1  iq'  C0S2  J  +  ?')  (l  2 «7'  C0S2X  +7'").  .  . 

donnent  immédiatement,  pour  la  racine  quatrième  du  module  et  de 
son  complément,  des  fonctions  uniformes  à  l'égard  de  la  variable  eu 
définie  en  posant  q  =  e'"".  C'est  ce  qu'on  voit  dans  les  Fimdamenta, 
§  36,  où  sont  établies  ces  relations  : 


ou  encore  sous  forme  entière 

v'Â  =  V2  •\/î[('  +  7=)  (i  +  q')  (i  +  q')-Y  [(>  -  7)  (•  -  7')  (•  -  q')-l 

Tome  IX  (a*  série).  —  Septembrs  1864.  4o 
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Mais  cette  conséquence  importante  ne  résulte  pas  des  développements 
sons  forme  de  quotients  de  séries  des  mêmes  fonctions,  savoir  : 


sniani 


2Kj:  I       Z'Jf/f.mx  —  2  y/f/'' sin  3x  +  2  y/17"  sinS.r- 


i/X-     1  —  27  C0S2J.-4-  iq'co%\x  -^  2iy'cos6a;-|-. . 
2Kjc  ^ /A' 2y  (jr  cosa: -1-2  y/i/' cos3x+ 3  y/ç"  cos5j:  +  .  , 

cos  a  m —  K  /  ", ~. ? 

Tt  V     "     '  —  217  COS 2 X -f- 2 <?    COS 4»^ 2(/ 


t(/'cos6.r-f-. 

.          2Kj:           rr,    I  +  27  COS2 X -(- 2/7' cos4.ï^-l- 2«'cos6a: -1-. 
Aam^ =  \lk - 


I  —  21/  C0S2X-)-  217'  cos4j;  —  2ç'  cos6j:  -+■ . 

car  c'est  seulement  alors  la  racine  carrée  du  module  et  celle  de  son 
complément  qui  sont  données  en  fonction  de  q  par  ces  formules 


VA- 


VA'  = 


lA-  7.g  -\-7.g'-\-  2  g''  -\-.  . 

I  —  2  (7  -1-  2  7'  —  2 17'  -1- .  . 

I  -l-2y-)-2<7'-|-2<7'-t-.  • 


Dans  celte  Note,  je  me  propose  d'établir,  pour  sinam.r,  cosamo-, 
Aamx,  de  nouveaux  déAeloppemcnts  eu  série  de  sinus  et  de  cosinus, 
analogues  aux  précédents,  mais  qui  donneront  aussi  bien  que  les  pro- 
duits infinis  les  racines  quatrièmes  de  k  et  A'  comme  fonctions  uniforn)es 
de  la  variable  u.  On  en  déduira,  en  effet,  ces  formules  remarquables, 

où  le  signe  ^  s'élend  à  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  n  : 


VA  = 


VA  = 


{iA  = 


v/I 

;-,j,r'-^- 

{^ 

'^{—'Y'j'"'-^" 

l.-- 

^,---" 

V/2 

•  ','7,J^{-^)"r-^" 

v/^ 

2(-')"9"' 

J^i-iYg-'-- 

2;(-i)"î- 

s/2 

■r^j,'!--^" 

't; 

2  (-■"!?'"' 

S'- 


2'-' 
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et  auxquelles  Jacobi  est  déjà  parvenu  clans  son  Mémoire  intitulé  : 
r/her  unendliche  Reihen,  deren  Exponenten  ziiglcich  in  Zi\'ei  wer- 
schiednen  (juadiatischen  Formen  enthnlten  sind,  en  les  déduisant  des 
produits  infinis  en  q  rapportés  plus  haut.  Les  propriétés  si  importantes 
auxquelles  donnent  lieu   ces  quantités  \k  et  \A',    lorsqu'on  y  rem- 

|jlace  M  par  7-^  >  a,  b,  c,  rf  étant  des  nombres  entiers  assujettis  à  la 

condition  ad—bc=\,  résultent  de  ces  formules,  et  peuvent  être 
établies,  comme  j'espère  le  niontrer,  d'une  manière  simple  et  facile. 

L  Pour  abréger  l'écriture,  je  conviendrai  de  désigner  les  quatre 
fonctions 

0(2^^,    e.fîi^V    Hf^,    H^=^" 


par  0{jc),  6,  {jc),  yj  {x),  75,  (a),  de  sorte  qu'on  ait,  en  mettant  en  évi- 
dence la  quantité  m  dont  il  a  été  question  tout  à  l'heure  : 

6{x,a)  ^=  I  -h  aqcos  2.r  -t-  zq^'osliX  —  2r/'cos6x  +  ..., 
Ô,(x,  oj)  =  I  M-  aq  cos  i.r-^-  sq"  cos4^'  -^  iq^cosGx -i- ..., 
■f]  (JT,  u)  =  2  \  qs\n.x  —  a  \  (/°  sin  ?>x  +  'i.\  q'^  sin  Sx  — ..., 
•/3,(j?,  w)  =  2  \  qcosx  +  2\q^  cos3j?  +  2  \  (/-^  cos  5  a"  + 

Cela  posé,  la  transformation  du  second  ordre  donnera  ces  deux  sys- 
tèmes de  relation  : 

25H.r,  co)  =  ^^.-rru,(^x,l)  +  sT^^Q  (^,  ï)]  \/'#' 
2-,=  (^,ca)=[s7ne(^-   ^)  -S^^5.(.r,^)]y/iï, 

4o.. 
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d{jc,  w)  6,(j:,  w)  =  s/ k' 6  {i X,  2a)  i/  — , 

•/]{x,  w)  v:,(jr,  w)  =  v^-'  ■/](2 a:,  2«)  v/^— ' 
,  ,  ,  ,         v  /■        /         6)  \       /a  K 

/,,(x,  w)  Q,{x,  w)  =  -^  •'î.  i^'^N  âj    V  V 


■fi{jc,  u)  e,i,x,  u)  = 


ITT 


;//!-X' 


\/2 


V?  \JC 


y;.(^,  «)  6(^,  co)=  — ^—  y,,(^x,  -^j  ^— ; 

et  c'est  le  second  dont  je  vais  faire  usage  comme  il  suit  : 
Considérons,  par  exemple,  le  sinus  d'amplitude  :  on  aura 

aK.r  I    r,  (j;,w) I    >?  (x,  w)  8,(j;,  w) 

Or,  en  employant  la  première  et  la  cinquième  de  ces  relations,  on  ob- 
tiendra de  suite  iw       /      w  -t-  i  ' 

8      n  hr,  — — 


aK.r         e 
SHi  am  ^= 


ou  bien,   sin  am 


iRo- sfi         \Jq  sin.r  -(-  y/9'  sin  3x  —  ^9"  sinSx  — .  .  . 


7r  *//■  I — 217- cos4'^+ aiy'cosS^  —  2ç'*cosi2.r- 


2Kj 


et   le  même   procédé   de    transformation,   appliqué  à  cos  am et 

Aam  )  donnera  les  résultats  que  voici 

r.  ' 

2K^         r^''(^'^)_    1    \^v?I](— )"9"'""^in(4''+0- 


sui  am 


cos  am 


^ ^ _L »y'^  "'r' 2) 


Aam =  e     (//' 


Il     ■=c, 


;*/■' 


7,  (  —  I  )" 9-"'  cos 4 ''-r 

V  «7'"'+"  cos  (4 '2+  l).r 

î 

^^  {— i)"7="-+"cos(4«  -t-i;x 
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et,  en  second  lieu, 


sin  am = 


"  V  /!'     ^„  ^x,  "-'ti^         V"!'    2  (—1)"?"'-^"  cos  (4«  +  i)x 

tr                   ,i7ni„^„\             ,77;  v'2  vV^  7'"'*'"sin(8«+ 2)x 
cosam— =  N/i^^-^-^^y/-  ^ ' 

Tels  sont  donc  les  modes  nouveaux  de  développements  des  fonctions 
elliptiques,  qui  manifestent  immédiatement  que  les  quantités  \j k  et  \k' 
sont  des  fonctions  uniformes  de  w.  Il  suffit  en  effet  de  poser  a- =  o 
dans  les  deux  dernières  équations  du  premier  groupe  pour  obtenir 


'"(°'^)  2 


c'est-à-dire  deux  des  formules  rapportées  plus  haut  d'après  Jacobi,  et 
dont  les  autres  se  tirent  aisément,  comme  nous  le  verrons  bientôt.  Quant 
aux  équations  du  second  groupe,  elles  donneraient,  en  prenant  le  rap- 
port des  dérivées,  deux  termes  pour  x  =  o, 

U'  = — . 

2](4/j-f-i)(-i)"9="'+" 


2(4«  +  i)(-')"9 


m'+ii 
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les  signes  ^  s'étendant,  comme  précédemment,  aux  valeurs  positives 
et  négatives  de  n. 

Mais  CCS  nouveaux  développements  n'ont  pas  seulement  pour  objet 
de  conduire  à  ces  conséquences,  que  je  devais  donner  principalement 
en  vue  de  l'étude  des  quantités  \jk  et  \jk' ,  j'en  indiquerai  encore  un 
usage  dans  la  question  suivante  : 

II.  La  dérivée  de  sinamj?  étant  exprimée  par 


V(i  —  sui^ am.r)  (i  —  k- sin^amo:), 


il  est  naturel  de  se  demander  si  les  combinaisons  suivantes  des  facteurs 

du  radical 

X  (x,  k)  =  v'(i  ■+-  SU)  amx)  (r  -t-  A"  sni  amxj, 
X,  (.r,  A)  =  V  (i+  sin  am  js)  (i  —  Asui  amjrj, 

représenteront  aussi  bien  que 


cosama=vi — sin^am.r      et      Aamx  ^  y  i  —  A'sin-amo: 

des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Or,  en  désignant  par  a  une 
racine  quelconque  des  équations  X(jr)  =  o,  X,(x)  =  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  développements  X  (a  +  e),  X,  {a  +  s)  commencent 
par  un  terme  proportionnel  à  £,  de  sorte  que  d'après  les  principes 
connus  [*]  on  peut  assurer  déjà  que  ces  fonctions  sont  uniformes.  On 
trouve  en  effet,  j)ar  exemple, 

VI —  /■  sin'ams  —  cosamE^ams 
AaniE 


X(-R  +  £)  =  vn-/^- 


et  la  quantité  sous  le  radical  est  une  fonction  paire  de  £,  qui  s'annule 
avec  cette  variable.  INIais  il  reste  à  trouver  leur  expression  analytique, 
et  on  y  parvient  d'un  manière  facile  comme  il  suit. 

Cbangeons  k  en  y-,  et  x  en  (i  +  k')x,  en  employant  la  formule 


sin  a  m 


/i')  sin  am.r  cosani  x 


[(,  +  /.•).,  1=1]  =  !^ 


Aamx 


[*]  Foyez  l'ouvrage  de  MM.  Briot  et  Bouquet  sur  les  fonctions  doublement  pério- 
diques. 
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on  trouvera 

= v/i  — A'siii*ainx+  asinamjccosamxAamx, 

Aamx 

= v'j  —  2  A'siiraina:  +  /•-.sin*amjc  +  2/?sinamxcosama:Aamj:. 

Aainx 

Or  il  arrive  que  les  quantités  sous  les  deux  radicaux  sont  des  carrés 
parfaits,  à  savoir  : 

(cosaniJT  +  sin  amj:  Aamo:)-     et     (A'sinamo:  +  cos  arm:  Aam  jc)* 

de  sorte  qu'il  vient  simplement 

,    r,  ;/\  '  —  ^'~\  cosam.r 

A     ( I  -i-  A  )  o", -7    =  SUT  am  jf  -+-  ■ =  sin  amx  -+-  sin  coama-, 

L*'  '  1  -I-  /  '  J  A  ara  X 

»    r,  ,,N         I  —  /'l  /'sinamr 

A,    (i  +  A-  ).r, rj    =  cosamxH =  cosamx  +  coscoamx. 

j j:i  I    [    Il 

Posons  encore  avec  Jacobi  A>*' = 77»  K'-*  = K,  ces  quan- 
tités désignant  ce  que  deviennent  k  et  K.  par  le  changement  de  (/ 

en  n-  ou  de  w  en  su,  et  mettons  - —  au  lieu  de  j:  :  on  aura 

77 

..    r4K(=)j:     ,,„,"I           .             iKx          .                  2K.r 
A    )  A'"''    =  sm  am +  sui  coam » 

L       If  J  îT  ir 

.    r4K('>x     ,,,,-1                         aK.r                              aKx 
/,    )  A'-'    =  cosam h  ces  coam 

C'est  à  ce  moment  que  nous  ferons  remarquer  l'avantage  des  nou- 
velles formules 

smam =:_^-^._Jl J.,     cosam =  -=  \/ 77- -;rr^ ^' 

'^  V^v'X        8(2X,  -iw)  ■K  y'2   V    -<       e(2x,  2m) 

car  elles  donnent,  avec  le  même  dénominateur, 

2Kx     i"^  "'V^'i")  o,Kx      .   4/T   "y^'z) 

uQoam =  -^7^.—-^ j^,     coscoam =  -r=\/-; r-^ » 

^        v'2  v//-     e('..3^,  2«)  îT         ^2  V  ^    e{2x,2wi 
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de  sorte  qu'ayant,  comme  on  le  vérifie  de  suite, 


ITT 
8  /  TT  W 


on  en  conclut,  en  remplaçant  x  et  w  par  -  et  -, 


2n'-t-n 


4AT  .7?2:(-')"^^"-«(4«+>)('^) 


/ 


y    ( l)"(/"'cOS2/JX 

Dans  ces  formules,  k^  et  U^  désignent  ce  que  deviennent  le  module 

"2  "2 

et  son  complément  par  le  changement  de  m  en  ->  et  ont  pour  valeur 

,  1\fk  .,  I  —  k 

■i-  I  +  /■  I  1  -t-  A 

Sous  forme  de  séries  simples,  on  aurait 


2n- 
i  —  q 


^  i7"cos(4«  +  i)'^ 


I 

in-i — 

•7 
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sua 

QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

Par  m.  J.  LIOUYILLE. 


QUINZIÈME   ARTICLE. 


I .  Soit  m  un  nombre  impair  donné.  Posons  de  toutes  les  manières 
possibles 

02,,  m,,  /TZj  étant  des  entiers  :  savoir  m,  impair,  positif  ou  négatif;  m^ 
pair  ou  impair,  positif,  nul  ou  négatif;  enfin  m^  impair  et  positif.  Puis 
décomposons  iri^  en  un  produit  de  deux  facteurs  conjugués  c^,,  (?3  de 
manière  que  l'on  ait 

^3  et  c?3  étant,  comme  TOj,  des  entiers  impairs  et  positifs.  L'expression 
de  m  deviendra 


m 


=  ml  +  4m2  +  2=''-^V3o\. 


Elle  indique  pour  le  nombre  m  un  mode  de  partition  qui  servira  de 
base  à  toutes  les  formules  contenues  dans  cet  article. 

Nous  n'avons  rien  dit  jusqu  ici  de  l'exposant  «3;  mais  il  est  clair 
que  l'on  a 

«3  =  0 
quand  m  est  de  la  forme 

4fi+  3, 
tandis  que  l'on  a  au  contraire 

«3  >  o 
Tome  IX  (a*  série). —  Octobre  1864.  4' 
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quand  m  est  de  la  forme 


4  y- 


Ajoutons  que  dans  cp  dernier  cas  la  valeur  de  «j  peut  être  plus  ou 
moins  grande;  pour  un  même  nombre  m,  elle  peut  prendre  ditféreutes 
valeurs  dans  les  équations  particulières  dont  l'équation 


est  le  type  général. 
Dans  le  cas  de 

m  =:  [^  ij. -k- i , 

où  5^3  =:  o,  on  retombe  sur  léqualion 

m  =  m  jî  +  4 '«2  "+"  2 r/3  (?3 

que  nous  avons  considérée  dans  nos  articles  treizième  et  quatorzième. 
Aussi  avons-nous  surtout  en  vue  dans  ce  moment  le  cas  de 

m  =  '1  y.  +  I . 

L'unité  seule  est  exclue;  car  pour  ni^\,  notre  équation  fondamen- 
tale est  évidemment  impossible. 

2.  Pour  éviter  toute  obscurité,  expliquons  nettement  ici  une  fois 
pour  toutes  le  sens  que  iious  attachons,  dans  ce  genre  de  recherches, 
au  moi  Jonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  x,  jr,  etc;  ce  que 
c'est  pour  nous  qu'une  fonction  paire  ou  impaire  par  rapport  à  une 
variable;  ce  que  c  est  aussi  qu'une  fonction /ja/re  ou  impaire  par  rapport 
à  un  groupe  de  deujc  ou  de  plusieurs  variables,  locution  que  nous 
avons  hasardée  récemment  et  qui  mérite  à  notre  avis  d'être  adoptée. 

Dans  cet  article,  comme  dans  ceux  qui  ont  précédé,  nos  variables 

oc,  j,  etc. 

seront  des  entiers  susceptibles  seulement  de  certains  systèmes  de  va- 
leurs, et  nous  entendons  par  fonction  de  ces  variables  une  quantité 
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qui  correspond  à  ces  syslèines  en  variant  on  du  moins  jïouvant  varier 
d'nn  système  à  l'autre.  Nous  désignons  cette  quantité  par  un  des  signes 
ordinaires  de  fonction,  par 

éf(.r,  jr,...) 

si  l'on  veuf.  Mais  il  no  s'agit  pas  ici  de  fonctions  analytiques;  il  s'agit 
de  fonctions  purement  numériques,  dont  les  valeurs  ne  répondent 
qu'à  des  groupes  distincts  de  valeurs  des  variables,  sans  qu'on  ait  à  y 
mêler  aucune  idée  de  continuité.  Ce  n'est  pas  que  nous  voulions  ex- 
clure les  fonctions  analytiques.  Nous  employons  souvent  ces  fonctions, 
mais  nous  pouvons  aussi  en  employer  d'autres.  Il  y  a  toujours  pour 
nous  une  infinité  de  fonctions  qui  peuvent  indifféremu.ent  servir  à  un 
même  objet  et  que  dès  lors  nous  regardons  comme  équivalentes  rela- 
tivement au  but  que  nous  poursuivons,  si  distinctes  qu'elles  soient 
d'ailleurs. 

Que  la  variable  x  ne  puisse  par  exemple  être  égale  qu'à  un  entier 
impair;  alors  la  fonction  analytique  et  continue 

sera  pour  nous  complètement  équivalente  à  l'expression 


(-0  ' 

qui  au  point  de  vue  ordinaire  en  diffère  tout  à  fait.  Et  on  pourr.iit 
encore  la  remplacer  par  l'expression  purement  symbolique 


l^) 


prise  dans  le  sens  étendu  que  lui  attribue  Jacobi. 

Admettons  que  la  variable  oc  exista  seule  et  f[u'il   s'agisse   d'une 
fonction 

de  cette  variable.  La  fonction 

S  [x) 

4i.. 
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sera  parfailement  définie  à  nos  yeux,  si  pour  les  diverses  valeurs  dont 
X  est  susceptible  ou  nous  dit  quelle  sera  la  valeur  de  S  {jc).  Qu'il  y 
ait,  par  exemple,  six  valeurs  de  x,  comme 

j?  ^  o,     x^i,     x  =  — I,     x  =  3,     x^5,     X  =  —  5, 
et  qu'on  nous  donne 

^(o),  .7(0,  ^(-i),  J(3),  5(5\  H- 5). 

Cela  suffira  pour  que  nous  connaissions  la  fonction  ^  [x)  autant  qu'il 
le  faut  pour  notre  usage.  L'interpolation  fournirait,  si  on  le  voulait, 
une  infinité  de  fonctions  analytiques  remplissant  les  conditions  indi- 
quées. On  s'en  servira,  si  cela  est  commode,  ou  bien  on  ne  les  re- 
cherchera pas  :  elles  ne  sont  jamais  indispensables. 

Parmi  les  valeurs  dont  x  est  susceptible  dans  notre  exemple,  j'en 
vois  deux,  i  et  —  i,  puis  deux  autres,  5  et  —  5,  qui  ne  ditfèrent  que 
]îar  le  signe.  Si  l'on  a 

^(-,)  =  ^(,),    .f(-5)  =  ,f(5), 

la  fonction  ^  [x)  sera  paire.  En  général,  une  fonction  ^  (x)  est  paire, 
si  pour  toutes  les  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  [x  et  —  x) 
que  X  peut  prendre,  on  a 

S(-  x)  =  :^[x). 

Mais  notez  bien  que  dans  le  cas  particulier  cité  et  où  l'on  peut  faire 
x=  3  sans  pouvoir  faire  j:  =  —  3,  je  n'aurai  pas  à  rechercher  si  l'on 
a,  oui  ou  non, 

^(-3)  =  .f(3). 

Puisque  rf  ( —  3)  ne  se  présentera  pas,  peu  nous  importe  sa  valeur. 
C'est  au  caractère  opposé 

^  {—  x)  —  —  -i  [x] 

que  se  reconnaît  une  fonction  impaire.  Mais  quand  x  peut  prendre  la 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  SaS 

valeur  o,  il  esl  naturel  et  commode  d'exiger  en  outre  que 

,f(o)  =  o. 

Dans  l'exemple  qui  précède  et  où  l'on  admet  la  valeur  x  =  o,  la 
fonction  ^  {x)  sera  impaire  si  l'on  a  tout  à  la  fois 

.f(-i)--.f(0,     ,f(-5)=-.^(5), 

et 

3?(o)  =  o. 

Une  fonction 

ê(x,j,...) 

de  plusieurs  variables  est  parfaitement  définie  à  nos  yeux  quand  on 
en  donne  la  valeur  pour  chacun  des  systèmes  de  v;deurs  dont  .i , 
^',  etc.,  sont  susceptibles.  Elle  est  paire  relativement  à  x  quand  deux 
valeurs  égales  et  opposées  pouvant  appartenir  à  cette  variable  avec  les 
mêmes  valeurs  des  autres  variables  j",  etc.,  on  a  toujom's 

L'équation  générale 

indique  au  contraire  une  fonction  impaire,  mais  sous  la  condition 
spéciale  ajoutée  par  nous,  que  quand  la  valeur  zéro  se  présente  on  ait 

^(o,  j,...)  =  o. 

Toutes  ces  remarques  ont  déjà  été  faites  dans  nos  précédents  ar- 
ticles ;  mais  nous  avons  cru  devoir  les  reproduire  avec  une  certaine 
insistance  afin  de  pouvoir  dorénavant  nous  servir  en  toute  sécurité  de 
ces  mots  Jonction  paire  on  Jonction  impaire  par  rapport  à  une  variable, 
dont  la  signification  restera  clairement  fixée.  Avons-nous  besoin  d'a- 
jouter qu'une  fonction  paire  ou  impaire  par  rapport  à  une  variable  x 
peut  être  aussi  paire  ou  impaire  par  rapport  à  une  autre  variable  j",  si 
des  conditions  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'indiquer  pour  x 
ont  également  lieu  |)our  j.  On  peut  donc  parler  d'une  fonction  im- 
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paire  de  x,  j,  z,  c'est-à-dire  d'une  fonction  impaire  par  rapport  à 
chacune  des  variables  x,  j,  z,  sans  sortir  du  cercle  des  définitions 
ci-dessus,  que  l'on  doit  regarder  comme  des  définitions  anciennes. 

Mais  on  peut  encore  avoir  à  employer  des  fonctions  paires  ou  im- 
paires par  rapport  à  un  groupe  de  plusieurs  variables  x,  y,  etc.;  et  \\ 
fallait  ici  des  définitions  nouvelles  que  nous  avons  données  pour  la 
première  fois  dans  notre  quatorzième  article,  car  les  variables  ne  sont 
plus  considérées  isolément  et  l'une  après  l'autre,  mais  au  contraire 
sinuiltanément.  Nous  dirons  donc  désormais  (et  ceci  s'étend  à  des 
groupes  de  trois  variables  et  au  delà)  qu'une  fonction 

est  paire  par  rapport  au  groupe  des  deux  variables  x,  j-,  quand  ces 
deux  variables  à  la  Jois  venant  à  changer  de  signes  en  conservant 
leurs  valeurs  numériques,  tandis  que  les  autres  variables  gardent  ler.rs 
valeurs  et  leurs  signes,  la  valeur  de  la  fonction  elle-même  ne  change 
aucunement,  en  sorte  que 

#(— .r,  -  j,  3,...)  =  ,f  (x,  j,  c,...). 

Au  contraire  la  fonction  serait  impaire  par  rapport  au  groupe  des 
deux  variables  x,  y^  si  dans  les  mêmes  conditions  elle  changeait  de 
signe  tout  en  conservant  sa  valeur  numérique,  c'est-à-dire  si  elle  vé- 
rifiait l'équation 

5'(— X,  —y,  z.,...)  =  -  f^{x,  y,  z,...), 

qui  devient 

S(o,  -j,  z,...)  =  — ^{o,  j,  z,...), 

ou  bien 

^{~x,  o,  z,...)  —  —  #(x,  o,  z,...), 

quand  on  a  x  =  o,  ou  bien  y  =  o,  et  que  nous  complétons  naturelle- 
ment en  écrivant  que 

#(0,   o,   z,...)   =:  o, 

quand  on  a  en  même  temps  x  ^  o  et  y  ^=  o. 

Nous  avons  déjà  eu  dans  notre  quatorzième  article  et  nous  aurons 
plus  bas  occasion  de  parler  d'une  fonction  ^{x,  y,  z,  t)  impaire  par 
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rapport  à  jc,  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  au  groupe  z,  t.  Pour  x  et 
pour  j,  le  mot  impaire  reste  soumis  à  la  défuiition  ancienne;  rela- 
tivement au  groupe  z,  t,  c'est  à  la  définition  nouvelle  qu'il  faut  se 
rattacher. 

5.   Revenant  maintenant  à  l'équation 

m  =  in'i  -t-  4 '«2  +  2'''^' dî'Ji 

du  n"  1,  je  considère  l'ensemble  des  équations  particulières  quelle 
contient,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  systèmes 

//.',,  i/u,  àj,   a^'c?,. 

A  chacun  de  ces  systèmes  ré|)ond  un  système  de  trois  variables 

X',  y,  z 

que  je  définis  par  les  équations 

a-  =  a^'d^j  —  amo, 
y  =.  d^-\-  1  m^  —  m,, 
z  =  (Yj  -H  2/?2j  +  m,. 

Si  donc  on  considère  une  fonction 

de  ces  trois  variables,  la  valeur  de  cette  fonction  pour  les  valeurs  in- 
diquées s'écrira 

F  (2"' ^3  —  2/722,  ^3  -h  ^nii  —  m,,  dj  -+-  inu  -+■  '«,). 

Prenons  la  somme  algébrique  relativement  à  tous  les  systèmes 

m,,  /«j,  ^3,   2''''(?3, 
et  désignons-la  par 

P, 

en  sorte  que 

« 

P  =  2F(2"'t?j  —  anij,    r/j  +  aWj  —  7H,,    dj-h  2m.;t  -h  m,). 
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C'est  à  cette  somme  P,  mais  dans  l'hypothèse  d'une  fonction 

impaire  par  rapport  à  chacune  des  trois  variables  x,  j,  z,  que  s'ap- 
pHquera  notre  premier  théorème. 
Quand  on  prend 

la  somme  P  est  égale  à  zéro.  Même  en  prenant 

ni  =  4  y-  -+-  1  » 
on  a  encore 

P  =  o 

si  2  ni  n'est  pas  exprimable  par  la  somme  de  deux  carrés   Dans  le  cas 
contraire,  P  obtient  une  valeur  qui  peut  différer  de  zéro  :  il  s  agit  de 
donner  l'expression  de  cette  valeur. 
Soit 

■xm  =  a-  +  jS-  ; 

a  et  jS  seront  naturellement  des  entiers  impairs.  Il  pourra  y  avoir  plu- 
sieurs équations  de  ce  genre,  et  a,  j3  pourraient  y  être  affectés  indiffé- 
remment du  signe  du;  mais,  d'une  part,  nous  supposerons  a  positif  et 
même  a>i;  d'autre  part,  nous  affecterons  j3  d'un  signe  tel,  que 
l'entier 

soit  impair.  Cela  posé,  soit  s  un  entier  variable  de  o  à >  en  sorte 

que  Ion  ait  successivement 

X  —  3 


.y  =  o,      .Ï  =  I,      s-=.i....,      .y  =; 


Pour  chaque  couple 
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on  donnera  à  s  les  valeurs  indiquées  et  on  formera  la  somme  partielle 

2  F  ( ^  a—  2S  —  I,  |S  +  2J+i 

où  la  fonction  F  est  celle  qui  figure  dans  l'expression  de  P.  Apres 
quoi,  faisant  la  somme  de  côs  sommes  partielles,  on  calculera  la 
somme  totale 

pour  tous  les  groupes  (a,  j3).  Cette  somme  totale  sera  la  valeur  de  P. 

Ainsi 

p = i:[i  F  (i^,  «_,,_,,  p + 2. + .)], 

ou  bien,  explicitement  : 

(  V  F  (a^'eJ^a  —  a/Hj,     d^  -+-  2/?)j  —  m,,    d^  +  2/?;o  +  /«,) 

Cette  formule  (i)  est  une  extension  à  des  entiers  impairs  quelconques 
de  la  formule  (A)  de  notre  treizième  article  qui  ne  s'appliquait  qu'à 
des  entiers  4/J-  +  3. 

Nous   n'appliquerons  la  formule  (i)  qu'à  quelques  exemples,  que 
nous  ne  développerons  même  pas  complètement. 
Pour 

m  =  5, 
l'équation 

.  m  —  m-^-h  4^2  -t-  s^'-^'d^  o\ 

donne  lieu  aux  deux  équations  particulières 

5  =  I-  +  4-0'  4-  4-'-i> 

5  =  (— i)- +  4.0- +  4.1.1. 

Tome  IX  (2=  série).  —  Octobue  iS6/|.  ^^ 
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Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  donc 

F  (2,  o,  2)  +  F  (2,  2,  o). 

Il  est  donc  nul  par  la  nature  même  de  la  fonction  impaire  F  qui  est 
égale  à  zéro  quand  une  des  variables  y  est  égale  à  zéro.  Pour  calculer 
le  second  membre,  on  considérera  les  représentations  de  l'entier  10 
par  une  somme  de  deux  carrés.  La  seule  à  employer  ici  sera 

car  la  racine  du  premier  carré  devant  être  positive  et  >  i,  il  faut 
mettre  de  côté  les  équations 

,o  =  (_3)=+(±.)=, 
et 

io  =  (±i)^  +  {±3)^ 
L'équation 

10  =  3^  +  1- 

doit  aussi  être  rejetée  par  la  raison  que 

3  +  1 


est  un  nombre  pair.  Il  n'y  a  donc  qu'un  groupe  a,  j3,  savoir 

«  =  3,     ]3  =  — I, 

et  il  ne  comporte  pour  s  que  la  seule  valeur 

s  =  o. 

Le  second  membre  de  l'équation  (i)  se  réduit  donc  a 

F(2,  2,  o), 

et  il  est  nul  comme  le  premier. 
Pour 

m  =  9, 
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l'équation  générale 

fournit  six  équations  particulières  contenues  dans  les  deux  identités 

9  =  (±  i)-  +  4.0-  +  S.r.i 
et 

9  =  (±i)=  +  4(±2f4-4.i.i. 

La  valeur  du  premier  membre  se  trouve  nulle  encore  celte  fois,  eu 
égard  à  la  nature  de  la  fonction  F.  Quant  au  second  membre,  on  ne 
doit  employer  pour  le  former  que  l'équation 

18  =  3- +3% 
qui  donne  a  =  3  =  |3.  Il  est  donc  nul  aussi,  car  on  a  généralement 

F  f  "~  ^  ,    «—2^  —  1,   |34-2*+i)=o 

quand  a  =  jS. 
Mais  pour 

m  =  i3, 

les  deux  membres  de  l'équation  (i)  ne  sont  plus  nuls.  Leur  valein- 
commune  est 

F(2,  4,  2)4-r(2,  2,  4), 

ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer. 
4.  Considérant  toujours  l'équation 

du  n°  1,  et  une  fonction 

F(:r,  j,  z) 

impaire  par  rapport  à  chacune  des  trois  variables 

42  . 
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je  fais  à  présent 

J-  =  dj  -h  2IH.,  —  m,, 

mais 

z  =  2''' d'à  +  m,, 

puis  je  somme  tous  les  termes 

F  (a^^'cJ^j  —  arao,   d^ -+- ini^  —  m,,    i^'âj+m,) 

lelatifs  aux  divers  systèmes 

m,,  m.,  r/j,   i^'âi, 

et  je  désigne  par  Q  le  résultat  de  cette  sommation,  en  sorte  que 

Q  =  ^F  (a^'tJ'j  —  2/«o,  ^3  H-  2W2  —  m,,  2"'c?3  +  m,). 
C'est  sur  la  somme 


que  portera  notre  second  théorème. 
Quand  on  prend 

ni  =  4,1^  +  3, 

la  somme  Q  est  égale  à  zéro  ;  c'est  ce  qu'exprime  la  formule  (B)  de 
notre  quatorzième  article.  Même  en  prenant 

m  =  ^[j.  -h  I, 
on  a  encore 

Q  =  o 

si  2  ni  n'est  pas  exprimable  par  une  somme  de  deux  carrés.  Dans  le 
cas  contraire,  Q  obtient  une  valeur  qui  peut  différer  de  zéro  et  dont  il 
s'agit  de  former  l'expression. 
Soit,  comme  au  n"  3, 

■2m  =  7.-  +  p% 
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a  étant  un  entier  essentiellement  positif  et  même  >  i,  et  le  signe  de  ,3 
étant  fixé  de  telle  sorte  que  l'entier 


soit  impair.  Pour  chaque  groupe  possible 

a,  /3 


cherchez  la  somme 


^"^"^ 


is  —  I , 


a+  pi 


F) 


ou  le  signe 


porte  sur  la  variable  s  dont  les  valeurs  successives  sont 


a  — 3 


o,    I,   a,..., 


puis  de  là  passez  à  la  somme  totale 


pour  tous  les  groupes  a,  ,S.  Vous  aurez  ainsi  la  valeur  de  Q. 
En  d'autres  termes,  on  a 


y=2;[2:r( 

ou  bien,  explicitement  : 


a  —  8  a 

-,    U  —  2J  —  I,    — 


(2) 


l  ^F  (2'''c?3  —  2)/22,  d-s,  +  inu  —  in^,   i^'â^  -)-  m,) 


=  V 


2" 


'  ' .  a  —  2 .9  —  I ,  - 


La  formule  (2)  généralise  la  formule  (B)  de  notre  quatorzième  article, 
qui  ne  s'appliquait  qu'aux  entiers  m  de  la  forme  4/^-+"  3. 
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5.   Pour  étendre  à  son   lour  à  des  entiers  impairs  quelconques  la 
formule  (C)  de  ce  quatorzième  article,  il  faut  considérer  une  fonction 

.i{jc,j,z,  t) 
de  quatre  variables.  Cette  fonction 

devra  être  impaire  par  rapport  à  chacune  des  deux  variables  .r,  j 
et  par  rapport  au  groupe  des  deux  variables  z,  t. 
Les  valeurs  des  variables 

X,    jr,    Z,    t 

continueront  à  être  tirées  du  mode  de  partition  du  nombre  impair  m 
que  fournit  l'équation 

du  n°  1.  Nous  prendrons  en  effet 

X  =   2°''C?3  —  2 /Mo, 

J'  =r  r/3  +  2/^2  —  W,, 

z^=  d^  -h  2IIU  -\-  m,, 
t  =  2"'â3  -+-  m,. 

Puis  faisant  la  somme  des  quantités 

^{s'^'âi  —  am^,  f/3-h  2/n.,  —  m,,  f/3  +  awo -f- m,,   2"'c?3  +  m,) 
qui  répondent  successivement  aux  divers  systèmes 

m,,  TOj,  d^,  2"'(?3, 
nous  désignerons  par 

R 
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le  résultat  de  cette  sommation,  en  sorte  que 

R  =  ^^  (a"'o\  —  2  1112,  dj-h  21712  — nit,  ^3  +  2/H24-  /«,,  a'^'O^  +  m,). 

C'est  à  cette  somme  R  que  s'appliquera  notre  nouveau  théorème. 
La  somme  R  est  nulle  quand 

m  =  4/^  +  3, 

et  c'est  ce  qu'exprime  la  formule  (C)  de  notre  quatorzième  article. 
Même  pour 

/n  =  4/^  +  Il 
on  a  encore 

R==o, 

si  3 m  n'est  pas  exprimable  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  carrés. 
Mais  quand  im  est  la  somme  de  deux  carrés,  R  obtient  une  valeur 
qui  peut  différer  de  zéro  et  qu'il  s'agit  de  donner. 
Soit,  comme  au  n°  3  et  au  n°  4, 

■3.111  =  «-^  +  ,i-, 

a  et  /3  naturellement  entiers  impairs,  a  positif  et  même  >  i ,  /5  d'un 
signe  tel,  que  l'entier 


soit  impair.  Pour  chaque  groupe 

a,  jS 
on  formera  d'abord  la  somme  partielle 


OÙ  le  signe 


■2S  -+-   I, 
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porte  sur  !a  variable 

s 

dont  les  valeurs  successives  sont 

a  — 3 
o,    I,    1,...,    -- — 

Puis  on  fera  le  total 

de  ces  sommes  partielles  pour  tous  les  groupes 

a,  /5. 
Ce  total  sera  précisément  la  valeur  de 

R. 

Ainsi  on  aura 

ou  bien,  explicitement  : 

l  "V  ef  (a^'t^j  —  2/722,   (Yj+a/w., —  m,,  c/^^  2m^-\-m,,   2°^'o\-l- '«,) 
(3)  ' 

C'est  par  cette  formule  très-générale  que  nous  terminerons  notre 
quinzième  article.  On  en  déduit  les  formules  (i)  et  (2)  en  supposant 
la  fonction  ^  indépendante  de  f,  ou  de  z,  et  impaire  par  rapport  a 
chacune  des  trois  autres  vaiiables. 
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PASSAGES  RELATIFS 
A  DES  SOMMATIONS  DE  SÉRIES  DE  CUBES 

EXTRAITS 

DE  MANUSCRITS  ARABES  INÉDITS 

ET  TRADUITS 

Par  m    F.  WOEPCKE  [*]. 


S'il  est  important  d'examiner  et  de  décrire  le  développement  de 
l'ensemble  des  sciences  madiématiques  chez  une  nation  déterminée, 
ou  à  une  époque  partictdiére,  une  tâche  non  moins  intéressante,  ni 
moins  utile  pour  l'histoire  des  maliiématiques,  consiste  à  suivre  à  ira- 
vers  les  temps  et  les  peuples  certains  problèmes  qui  reparaissent,  pour 
ainsi  dire,  partout  où  l'esprit  humain  s'est  occupé  de  mathématiques. 

Ces  questions  et  ces  théories  se  reproduisent  et  se  continuent  comme 
un  fd  non  interrompu,  fd  d'Ariane  qui,  retrouvé  et  renoué  par  des 
investigations  persévérantes,  permet  de  découvrir  !e  chemin  que  les 
sciences  exactes  ont  suivi  depuis  les  temps  les  plus  reculés  juscpi'à  nos 
jours,  et  qui  révèle  la  marche  de  ces  coinmiuiications  par  les(pielles 
plusieurs  fois  la  science,  menaçant  de  s'éteindre  entre  les  mains  dune 
race  épuisée,  a  été  transmise  à  d'autres  parties  du  genre  humain  desti- 
nées à  conserver  les  connaissances  acquises  et  à  les  augmenter  par  de 
nouveaux  [irogres. 


[*J  Nous  empruntons  ce  Mémoire  aux  j4nnali  di  Matcmcitica  pura  tel  apiilictttu 
imprimées  à  Rome.  Il  sort  un  peu  du  cercle  de  nos  publications  ordinaires  ;  mais  nous 
profitons  de  cette  occasion  pour  rendre  hommage  à  la  mémoire  de  notre  bien  regretté 
collaborateur,  M.  Wœpcke,  que  la  mort  a  cruellement  frappé  dans  sa  trente-septième 
année,  au  moment  où  son  talent,  mûri  par  de  longues  et  l'urtes  études,  semblait  lui  pro- 
mettre le  plus  bel  avenir.  (J.  L.) 

Tomo  IX  (a»  série).—  Octobbe  iSG'i.  4^ 
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L'ingénieuse  idée  que  j'ai  tâché  de  formuler  dans  les  lignes  qui  pré- 
cèdent appartient  à  M.  le  prince  Boncompagni,  que  ses  importants 
travaux  sur  l'histoire  des  mathématiques,  et  les  recherches  vraiment 
immenses  servant  de  base  à  ces  travaux,  ont  admirablement  préparé  à 
choisir  avec  sûreté  les  sujets  les  plus  propres  de  ce  nouveau  genre 
d'études  historiques. 

M.  le  prince  Boncompagni  m'a  fait  l'honneur  de  me  faire  part  de 
ces  projets  et  de  m'inviter  à  rechercher,  pour  quelques-uns  des  pro- 
blèmes dont  il  s'agit,  les  traces  que  je  pourrais  en  découvrir  dans  des 
manuscrits  orientaux  inexplorés  jusqu'à  présent. 

Les  pages  qui  suivent  présentent  les  résultats  de  l'examen  auquel  j'ai 
soumis,  relativement  à  un  de  ces  problèmes,  une  partie  des  manuscrits 
orientaux  de  la  Bibliothèque  imj)ériale  de  Paris. 

J'ai  traduit  la  première  et  la  dernière  page  de  chacun  des  traités 
dans  lesquels  j'ai  remarqué  des  passages  relatifs  à  ce  problème,  ainsi 
que  toutes  les  pages  contenant  ces  passages. 
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Manuscrit  coté     l^  du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque 

impériale  de  Paris. 

Volume  in-4  de  i32  feuillets  en  papier  dont  le  premier  et  les  deux  derniers  sont  des  feuillets 
de  garde  non  numérotés,  tandis  que  les  12g  autres  sont  numérotés  avec  deux  numérations 
consécutives  dont  la  première  va- de  i  à  71,  et  la  seconde  de  i  à  58. 

Feuillet  i,  v°  1.  i  à  69,  v"  1.  14  do  la  première  numération  :  Commentaire  du  Tall.lu's  ou 
«  Exposé  des  opérations  du  calcul  »,  Traité  d'arithmétique  pratique  d'ibn  Albannà,  mathé- 
maticien et  astronome  qui  Qorissait  au  Jlaroc  dans  la  première  moitié  du  xiii'  siècle,  par 
Alkalaràdî,  mathématicien  arabe-espagnol,  mort  en  i48(j  de  J.-C.  La  copie  est  datée  du 
29  ramadhàn  1229  de  l'hégire,  ou  14  septembre  1814  de  J.-C. 

Feuillet  69,  v°  1.  i5  à  71,  v°  1.  7  do  la  première  numération  :  Morceau  relatif  à  quelques 
questions  chronologiques  par  Aboù  Zaïd  Abd.ilrahmân  Ibn  Omar  Al'okaïli  AIçoùneci. 

Feuillet  1,  r"  1.  1  à  58,  v°  I.  24  do  la  seconde  numération:  .\utre  commentaire,  sans 
nom  d'auteur,  du  Talkis  d'Ibn  Albannà. 

Comparer  sur  ce  Manuscrit  le  Journal  asiati/jiœ,  cahier  de  février-mars  18G2,  p.  io5, 
I.  18,  à  p.  107,  ligne  dernière. 

Les  numéros  des  feuillets  marqués  en  marge  des  p.  Sîg  à  34g  de  la  traduction  ci-après 
se  rapportent  à  la  première  des  deux  numérations  du  manuscrit. 


Ail  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux.  Que  la  bénédiction 
et  le  salut  (li\ins  soient  sur  notre  Seigneiu"  ?Joliammed  ! 

Le  serviteur  du  Dieu  très-haut,  celui  qui  a  besoin  de  son  pardon, 
.\li  Ben  Moliammed  Ibn  ^lohammed  Ben  Ali  le  Roraicliitc  Alandaloucî 
Albastbî,  «'.onnu  sous  le  nom  d'Alkalaràdî,  que  Dieu  très-haut  soit 
miséricordieux  envers  lui,  amen,  amen,  amen,  amen,  dit  : 

Louange  à  Dieu  qui  a  créé  l'homme  par  sa  grâce,  et  qui  l'a  fait 
exister  pour  ce  qui  a  été  résolu  et  décrété  par  la  volonté  de  ses  juge- 
mci>»s  et  de  sa  puissance.  Que  la  bénédiction  et  le  salut  divins  soient 
sur  notre  Seigneur  Moliammed,  sa  famille  et  ses  compagnons. 

Pour  en  vt^ir  au  fait.  Le  but  qiie  se  propose  (le  [)ivsent  ouvrage) 
est  l'explication  de  «  L'exposé  des  opérations  du  calcul  »  du  chaïkii, 
du  très-savant  imàm,  Ahmed,  siunomuié  le  fils  de  l'architecte  (Ibn 
Albannà),  l'habitant  de  Maroc,  puisse-l-il  èlre  agréable  à  Dieu,  et 
puisse  Dieu  le  rendre  content.  1/intcntion  de  (l'auteur)  est  que  celle 
introduction  forme  le  commencement  du  travail  qu'il  se  propose  d'en- 
treprendre dans  cet  ouvrage,  et  qu'il  indique  dans  le  contenu  de  cette 

43.. 


Y.   I,  v». 
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(introduction)  ce  qu'ont  mentionné  les  anciens  relativement  à  celui 
([ui  écrit  un  ouvrage  sur  une  science,  à  savoir  qu'il  faut  qu'il  y  fasse 
attention  aux  huit  points  capitaux  suivanis  :  le  but,  l'utilité,  le  carac- 
tère, la  méthode  de  renseignement,  l'ordre,  le  nom  de  l'auteur,  la 
justesse  et  la  division. 

L'auteur,  que  Dieu  soit  miséricordieux  envers  lui,  a  réuni  impli- 
citement ces  huit  points  dans  cette  introduction,  ainsi  qu'il  l'a  exprimé 
dans  certains  vers  que  voici  : 

Je  me  suis  appliqué  à  l'ire  concis  dans  mon  exposé, 

Parce  que  je  connais  les  différenles  parties  de  la  science  et  parce 

que  je  sais  abréger. 
Je  ne  crains  pas  qu'on  m'entende  mal  en  prêtant  à  ce  que  je  dis 

des  sens  différents  de  celui  que  j'ai  voulu  cxi)rimer, 
Et  je  ne  cherche  rien  au  delà  de  ce  qui  est  suffisant  pour  moi. 
Cependant  je  crains  le  blâme  des  s^rands  hommes, 
Et  certainement  les  savants  accomplis  sont  en  droit  de  suivre 

une  autre  voie, 
Mais  le  devoir  de  la  chamelle  est  d'enseigner  les  petits  [*]. 

L'autein-  dit  :  Le  but  [**j,  c'est-à-dire  l'objet,  dans  cet  ouvrage,  c'est- 
à-dire  cet  écrit,  at  de  donner  un  exposé  fait  avec  choix,  c'est-à-dire 
un  exposé  élégant  et  concis,  des  opérations  du  calcul,  de  faire  com- 
prendre proinpiement  ses  règles,  c'est-à-dire  de  rendre  les  règles  de 
l'ouvrage  facilement  accessibles,  ai/isi  que  le  sens  des  théories,  au 
moyen  des  problèmes  placés  chacun  dans  le  chapitre  de  la  règle  qui 
le  concerne  et  qui  lui  convient,  et  de  présenter  dans  un  ordre  sévère 

[*]  Le  teste  de  ces  vers  que  présente  ici  le  manuscrit  me  paraît  très-corrompu  ;  en 
outre,  la  première  partie  du  manuscrit  (fol.  i  à  ni  de  la  première  numération)  est  d'une 
fort  mauvaise  écriture.  Les  mêmes  vers  sont  reproduits  avec  certaines  variantes,  et 
sous  une  forme  plus  correcte,  au  folio  i  r°  de  la  seconde  numération. 

[**]  Les  mots  imprimés  en  italique  forment  la  traduction  des  parties  du  texte  de 
l'ouvrage  commenté,  intercalées  au  milieu  du  commentaire  et  écrites,  dans  le  manuscrit 
arabe,  à  l'encre  rouge.  J'ai  aussi  mis  en  italique  quelques  passages  qui  ne  sont  pas 
écrits  à  l'encre  rouge  dans  le  manuscrit,  mais  qui  font  cependant  partie  du  texte  com- 
menté, ainsi  que  je  l'ai  reconnu  par  un  examen  du  second  commentaire  du  Talkhis, 
contenu  dans  ce  manuscrit,  et  d'un  troisième  commentaire  contenu  dans  le  manu- 
scrit '^3  du  Su]  pléinent  arabe  de  la  Bibliothèque  impériale  de  Paris. 
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les  hases  cl  le  système  de  cet  art.  Il  comprend  deux  parties,  c'est-à- 
dire  cet  ouvrage  (comprend  deux  parties),  dont  la  première  traite  des 
opérations  du  nombre  connu,  en  fait  d'entiers,  de  fractions  et  de  ra- 
cines, tandis  que  la  seconde  traite  des  règles  au  mojen  desquelles  il 
est  possible  d'arriver  à  la  connaissance  de  la  grandeur  de  l'inconnue 
qui  est  cherchée,  en  partant  des  quantités  connues  et  données,  c'est-à- 
dire  an  moyen  desqnelles  il  est  possible  de  déterminer   l'inconnue, 
ainsi  rpi'il  sera  explicpié  plus  tard,  si  Dieu  le  permit,  dans  la  seconde 
jiartie  de  l'ouvrage.  (Celte  seconde  partie  traite)  de  la  manière  d'opé- 
rer avec  les  proportions  et  avec  les  plateaux  de  balance  [*],  de  l'al- 
gèbre, et  de  ce  qui  se  rattache  à  cela.  Comme  si  l'on  vous  dit  :  on 
additioinie  le  tiers  et  le  quart  d'une  quantité,  et  cela  fait  tant;  ou  l'on 
additionne  le  tiers  et  le  quart  et  le  cinquième  d'une  quantité,  et  cela 
fait  tant;  combien  est  cette  quantité?  L'auteur  dit  (que  cette  détermi- 
nation de  l'inconnue  par  les  connues  est  possible)  lorsqu'il  existe  entre 
Vune  et  les  autres  une  relation  qui  détermine  cette  (dépendance). 
Cette  relation  |  est  le  rapport  qui  existe  entre  les  nomlires,  etc.  li" 

Si  l'on  vous  dit  :  combien  est  la  somine  de  huit  nombres  dont  le  '" 
plus  petit  est  deux,  et  qui  se  dépassent  mutuellement  de  quatre?  |  Alors  i  •  !^.  > 
multipliez  l'excès  par  le  nombre  des  nombres  (termes)  moins  un,  ce 
qui  doime  vingt-huit.  Ajoutez-y  le  deux,  ce  sera  trente,  ce  qui  est  le 
plus  grand  (des  nombres).  Ensuite  ajoutez  au  tren.te  le  premier 
nombre,  ce  qui  fait  trente-deux.  Multipliez  cela  par  quatre,  la  moitié 
du  nombre  des  nombres.  Vous  aurez  pour  résultat  la  quantité  cher- 
chée, à  savoir  cent  vingt-huit.  En  voici  la  figure,  et  Dieu  seul  connaît 
la  vérité. 

.•.2.*.G.*.io.'.i4..i8.".22.-.2G.-.3o.-. 

L'auteur  dit  :  Quant  à  la  sommation  des  tiombres  suivant  l'ordre, 
elle  consiste  à  multiplier  la  moitié  du  [nombre)  jusqu' auquel  [la  suite) 
s'étend  par  le  [nombre)  jusqu'auquel  [la  suite)  s'étend  plus  l'unité. 
Ceci  est  la  troisième  espèce  de  l'addition,  et  d'après  ce  que  l'auteur 
dit,  l'opération  est  claire.  Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez 


[*  j  Ce  nom  désigne  la  règle  des  deux  fausses  positions. 
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depuis  un  jusqu'à  dix  suivant  l'ordre  naturel  des  nombres,  alors  ajou- 
tez un  au  dix,  ce  serii  onze.  Multipliez  cela  par  la  moitié  du  dix,  vous 
aurez  pour  résultat  cinquante-cinq,  ce  qui  esl  la  quantité  cherchée. 
Et  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  un  jusqu'à  dix-huit,  alors 
ajoutez  un  au  dix-huit,  ce  sera  dix-neuf.  Multipliez  cela  par  la  moitié 
du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  à  savoir  par  neuf.  Vous 
aurez  pour  résultat  cent  soixante-onze,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée. 
L'auteur  dit  :  Et  Véléi'ation  au  carré  [se  fait)  par  la  multiplication 
de  deux  tiers  [du  nombre)  jusqu'auquel  [la  stdte)  s'étend  plus  un  tiers 
d'une  unité,  par  la  somme  [des  nombres  simples).  Cela  veut  dire  l'élé- 
vation au  carré  de  l'addition  des  nombres  suivant  l'ordre,  ce  qui  de- 
viendra plus  clair  par  notre  exemple.  Si  l'on  vous  dit  :  additionnez  à 
partir  du  carré  de  l'iuiité  jusqu'au  carré  de  dix,  alors  l'opération  dans 
ce  (problème)  consiste  à  prendre  deux  tiers  du  dix,  ce  qui  fait  six  et 
deux  tiers,  et  à  ajouter  à  cela  un  tiers  d'une  unité,  de  sorte  que  la 
somme  sera  sept.  IMultipliez  cela  par  la  somme  (des  nombres  simples), 
à  savoir  par  cinquante-cinq;  vous  aurez  pour  résultat  la  quantité  cher- 
chée, à  savoir  trois  cent  quatre-vingt-cinq. 

F.  8,  1",  I/auleur  dit  [*]  :  Et  l'éléi'ation  au  cube  [se  fait)  par  l'élévation  au 
'^  '"  carré  de  la  somme  [**].  Cette  somme  veut  dire  celle  qui  résulte  de 
l'addition  des  nombres  (simples)  suivant  l'ordre.  Et  le  cube  signifie, 
d'après  ce  qui  a  été  expliqué,  le  produit  de  la  mulliplicalion  d'un 
nombre  par  lui-même  et  puis  du  résultat  par  sa  racine.  Par  exemple, 
si  l'on  vous  dit  :  additionnez  à  partir  du  cube  de  l'unité  jusqu'au  cube 
de  dix,  alors  élevez  au  carré  la  somme  (des  nombres  simples),  à  savoir 
cinquante-tinq.  Vous  aurez  pour  résultat  la  quantité  cherchée,  à  savoir 

!'•  8,  r",    trois  mille  vingt-cinq,  ainsi  :  3o25. 
'^''^^  L'auteur  dit  :    Quant  à   l'addition  des  nombres  impairs  suivant 

l'ordre,  elle  consiste  à  élever  au  carré  la  moitié  du  [nombre)  jusqu'au- 

[*]  Je  rappcli(,'  que  <t  l'aïUeur  »  de  l'ouvrage  commenté  est  Ibn  Albannâ.  La  règle 
pour  lu  sommation  des  cubes,  qui  suit  ici,  appartient  donc  à  Ihn  Albannà,  contempo- 
rain de  Léonard  de  Plse. 

[**]  C'est-à-dire 
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quel  [la  sullc)  s'étend  joint  à  Vunilé.  Ceci  est  la  quatrième  espèce  (de 
l'addition),  et  c'est  la  plus  facile  de  ces  espèces.  La  manière  de  l'ef- 
iectuer  est  claire,  d'après  ce  que  l'auteur  a  expliqué.  Par  exemple,  si 
l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  l'unité  jusqu'à  neuf  (eu  prenant)  |  ••'•  •'^'  »" 
les  noiidjres  im[)airs  suivant  l'ordre,  alors  ajoutez  l'unité  au  neuf,  ce 
qui  fait  dix.  Élevez-en  la  moitié,  à  savoir  cinq,  au  carré.  Il  résultera 
vingt-cinq,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée.  Et  si  l'on  vous  dit  :  addi- 
tionnez depuis  l'unité  jusqu'à  vingt-trois,  alors  additionnez  l'unité  au 
vingt-trois,  ce  q>ii  fait  vingt-quatre.  Élevez  au  carié  la  moitié  de  cela, 
à  savoir  douze.  Vous  aurez  pour  résultat  cent  quarante-quatre,  ce  qui 
est  la  quantité  che.'chée. 

L'auteur  dit  :  Et  Véléi'nt'ion  an  carré  [se  Jnit)  par  la  nndtipUcation 
d'un  sixième  du  [nombre)  jusqii  auquel  [la  suite)  s'étend^  par  le  rec- 
tangle compris  sous  les  deux  nombres  qui  Vnvoisinent  par  après.  C'est- 
à-dire  l'élévation  au  carré  de  tous  les  nombres  impairs.  Et  «  le  rec- 
tangle »  est  le  produit  d'un  nombre  par  un  (autre)  nombre.  L'autour 
dit  «  par  après  »  par  précaution,  afin  qu'on  ne  s'imagine  pas  qu'il 
s'agit  du  produit  dos  deux  nombres  qui  précèdent  le  (nombre)  jus- 
qu'auquel  (la  suite)  s'étend.  L'éclaircissement  de  cela  se  trouvera 
dans  noire  exemple.  Si  l'on  vous  dit  :  additionnez  à  partir  du  carré 
de  l'unité  jusqu'au  carré  de  neuf,  alors  prenez  un  sixième  du  neuf,  ce 
qui  est  un  et  demi.  Formez  le  rectangle  des  deux  nombres  qui  suivent 
le  neuf,  à  savoir  du  dix  et  du  onze.  Leur  rectangle  est  cent  dix.  Multi- 
pliez cela  par  le  un  et  demi.  Il  résultera  cent  soixante-cinq,  ce  qui  est 
la  quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Et  l'élévation  au  cube  [se  fait)  par  la  multiplication  t.  8,  v», 
de  la  somme  par  son  double  moins  un  ['].  Cette  élévation  au  cube  (doit  "'^  '^' 
s'entendre  de)  l'addition  des  nombres  impairs.  Par  exemple,  si  l'on 
vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité  jusqu'au  cube  de  neuf, 
alors  vous  savez  déjà  que  la  somme  (des  impairs  simples)  est  vingt- 
cinq,  et  le  double  do  cela  moins  un  est  quarante-neuf.  Par  coubéquent, 
multipliez  le  vingt-cinq  par  le  quarante-neuf.  Vous  aurez  pour  résultat 


[*]  C'est- à-dire 

1^-1- 31  + 5' -i -f  (2«— i)'=n'(2/j'— il. 


li.';.    iS. 
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F.  8,  V",  mille  deux  cent  vingt-cinq,  ainsi  :  \2i5.  \  Règle  fondamentale.  Si  l'on 
vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité,  suivant  l'ordre  des 
nombres  impairs,  jusqu'à  un  nombre  inconnu,  et  le  résultat  sera  tant; 
alors  midtipliez  ce  résultat  par  huit,  et  additionnez  au  produit  une 
unité.  Prenez  la  racine  de  la  somme,  et  ajoutez  à  la  racine  de  nouveau 
une  unité.  Prenez  la  racine  de  ce  résultat  et  retrauchez-en  une  unité. 
Ce  qui  provient  est  le  (nombre)  jusqu'auquci  (la  suite)  s'étend  [*].  Par 
exemple,  si  l'on  vous  dit  :  on  a  additionné  depuis  le  cube  de  l'unité 
jusqu'au  cube  d'un  certain  nombre,  suivant  l'ordre  des  nombres  im- 
pairs, et  le  résultat  a  été  mille  neuf  cent  quatie-vingt-dix  ['*].  Alors 
multipliez  cette  somme  par  huit,  et  ajoutez  au  produit  une  unité.  Vous 
aurez  en  somme  cent  cinquante-neuf  mille  deux  cent  et  un.  Prenez-en 
la  racine,  qui  est  trois  cent  quatre-vingt-dix-neuf.  Ajoutez  à  cela  une 
unité,  ce  sera  quatre  cents.  Prenez-en  la  racine,  qui  est  vingt,  et  retran- 
chez-en l'unité.  Yous  aurez  pour  reste  |  dix-neuf,  ce  qui  est  le  (nombre) 
inconnu  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend.  La  n)anière  d'exécuter  cette 
opération  se  présentera  encore,  si  Dieu  le  permet,  dans  le  problème 

r  .,,  .",    du  château  ['"],  traitée  au  moyen  de  l'algèbre.  | 

L'auteur  dit  :  Quant  à  l'addition  des  nombres  pairs  suivant  Vovdie^ 
elle  consiste  à  ajouter  au  {nombre)  jusqu'auquel  [la  suite)  s'étend, 
constamment  deux,  et  à  multiplier  la  moitié  de  la  somme  par  la  moitié 
du  i nombre)  jusqu'auquel  [la  suite)  s'étend.  Ceci  est  la  cinquième  es- 
pèce de  l'addition.  Et  l'opération,  d'après  ce  que  l'auteur  a  dit,  est 


F.   .,,  r". 


li 


r*l  c'est-à-dire,  si 

i'H-3'-l-5'-t-..    -\-x'=k, 

on  aura 


[**]  C'est  ainsi  que  porte  le  manuscrit.  Mais  celte  leçon  est  fausse;  il  faut  lire  : 
dix-neuf  mille  neuf  cents,  c'tst-à-dire  iggoo  au  lieu  de  1990. 

[***]  Le  mot  que  je  traduis  ici  par  «  château  i>  signifie  aussi  •  selle.  »  Or,  l'ouvrage 
d'Ibn  Albannâ,  commenté  ici  j)ar  Alkalacadî,  était  un  abrégé  d'un  ouvrage  appelé  «  La 
petite  selle  »  (voir  Journal  asiatique,  cahier  d'octobre-noveiubre  i854,  p.  371,!.  l 
à  7).  Il  est  donc  possible  que  Alkalacadî  fasse  ici  allusion  à  un  problème  contenu  dans 
ce  dernier  ouvrage,  de  sorte  qu'il  faudrait  traduire  :  «  dans  le  problème  proposé  dans 
»  (l'ouvrage  intitulé)  Z,a/;e;i7f  i-c/Zc.  » 
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claire.  Par  pxomple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  deux  jusqu'à 
dix,  alors  ajoutez  au  dix  deux,  ce  qui  fait  douze.  Ia\  moitié  de  cela,  à 
savoir  six,  nudtipliée  par  la  moitié  du  dix,  donne  trente,  ce  qui  est  la 
quantité  cherchée.  Et  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  deux  jus- 
qu'à vingt-deux,  alors  ajoutez  au  (nombre)  jusqu'auquel  fia  suite) 
s'étend,  deux,  ce  qui  lait  vingt-quatre.  Multipliez  cela  [*]  par  in 
moitié  du  vingt-deux.  Vous  aurez  pour  résultat  cent  trente-deux,  ce 
qui  est  la  quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Et  L'élévation  au  carré  [se  fait)  par  la  multiplication 
de  deux  tiers  dn  [nombre)  jtisqjiauqîiel  [In  suite)  s'étend^  plus  deux 
tiers  de  l'unité,  par  la  somme  [des  nombres  pairs  simples).  C'est-à-dire 
l'élévation  an  carré  des  nombres  pairs.  Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  : 
additionnez  depuis  le  carré  de  deux  jusqu'au  carré  de  douze,  .\lnrs 
vous  savez,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  que  la  somme  (des  pairs 
simples)  est  quarante-deux.  Réservez  cela.  Ensuite  prenez  âeux  tiers  de 
douze,  ce  qui  est  huit,  et  ajoutez-y  deux  tiers,  ce  qui  fait  huit  et  deux 
tiers.  ÎMultipIiez  cela  par  le  quarante-deux.  Vous  aurez  pour  résidiat  la 
(piantité  cherchée,  à  savoir  trois  cent  soixante-quatre. 

[.'auteur  dit  :  Ou  multipliez  im  sixième  du  [nombre)  ju<;qu  auquel 
(la  suite)  s'étend  parle  rectangle  compris  sous  les  deux  Jio'ubrcs  qui 
l'ai'oisinent  par  après.  Ceci  est  une  seconde  manière  de  l'élévation  au 
carré  des  nombres  pairs.  Son  éclaircissement,  au  moyen  de  notre 
exemple,  consiste  en  ce  que  vous  multipliez  le  sixième  du  (nombre) 
jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  à  savoir  de  douze,  par  le  rectangle 
compris  sous  treize  et  cjuatorze,  à  savoir  sous  quatre-vingt-deux.  Ce 
(produit)  sera  la  quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Et  l'élévation  au  cube  [se  fait)  par  la  multiplication    v.  g,  r», 
de  la  somme  [des  nombres  paii s  simples)  par  son  double  [**].  Ceci  est      ''^  '"' 
I  élévation  au  cube  en  additionnant  les  nombres  pairs.  La  somme  est 
dans  notre  exemple  quarante-deux,  et  son  double  est  quatre-vingt- 
(juatre.  Si  l'on  en  fait  le  rectangle,  le  produit  est  trois  mille  cinq  cent 
vingt-huit,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée.  |  v.  u.  r". 

lie.  ii. 

[*]  CVst  ainsi   que  [lorto  le  maniisciit.  Il  faut  lire  :  nuiltiplicz  la  moitié  do  cela. 
[**]  CVst-à-dire 

2' -t- 4'  -i- ^' H -t-(  2 /?)■"=  2  [«:/J  -t-  l)p. 

Tome  IX  (2«  série).—  Octobive  iSt!,'i.  '|4 
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Remarque  additionnelle,  relative  au  cas  où  l'on  vous  dit  :  addition- 
nez à  partir  d'un  nombre  qui  n'est  pas  un,  ou  qui  n'est  pas  deux,  d'une 
manière  semblable  à  ces  additions  (qui  précèdent).  L'opération  en  ce 
cas  consiste  à  faire  d'abord  l'addition  à  partir  de  l'unité  ou  à  partir  du 
deux,  et  à  retrancber  ensuite  de  la  somme  ce  qui  résulte  de  (l'addi- 
tion faite  jusqu'au  nombre)  pro|)osé  dans  le  problème  (comme  com- 
mencement de  la  suite).  L'auleur  n'a  pas  signalé  ce  (cas)  dans  le  pré- 
sent ouvrage,  mais  il  l'a  signalé  dans  les  discours  [*].  Par  exemple  si 
F  9.  "'"■    I  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  cinq  jusqu'à  seize  suivant  l'ordre 
naturel  des  nombres,  alors  additionnez  d'abord  depuis  l'unité  jusqu'au 
seize,  d'après  ce  qui  précède.  Vous  aurez   pour  résultat   trente-six. 
Réservez  cela.  Ensuite  retranchez  du  cinq  une  unité.  Il  reste  quatre. 
Additionnez  depuis  un  jusqu'à  quatre,  vous  aurez  pour  somme  dix. 
Retranchez  cela  du  (nombre)  réservé,  vous  aiu-ez  pour  reste  cent  vingt- 
six,  et  telle  est  la  quantité  cherchée.  Et  si  l'on  vous  dit  :  additionnez 
depuis  sixjusqu'à  quatorze  en  prenant  les  nombres  pairs  suivant  l'ordre, 
alors  additionnez  d'abord  deuxjusqu'à  quatorze.  Ce  sera  cinquante-six. 
Réservez  cela.  Ensuite  retranchez  du  six  deux,  il  vous  restera  quatre. 
Additionnez  depuis  deux  jusqu'à  quatre,  ce  sera  six.  Retranchez  cela  du 
(nombre)  réservé.  Vous  aurez  pour  reste  cinquante,  ce  qui  est  la  quan- 
tité cherchée.  Et  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  sept  jusqu'à  onze 
en  prenant  les  nombres  impairs  suivant  l'ordre,  alors  additionnez  d'a- 
bord depuis  un  jusqu'à  onze,  ce  qui  fait  trente-six.  Ensuite  retranchez 
deux  de  sept.  Il  reste  cinq.  Additionnez  depuis  un  jusqu'à  cinq,  ce  sera 
neuf.  Retranchez  cela  du  (nombre)  réservé.  Il  reste  vingt-sept,  ce  qui 
est  la  quantité  cherchée.  Et  vous  réglerez  d'une  manière  analogue 
F.  ç).  V»,    l'opération  pour  l'élévation  au  carré  et  pour  l'élévation  au  cube  [**]. 

lis- 14- 

[*]  Cela  peut  signifier  que  l'auteur,  Ibn  Albannâ,  a  e.\posé  ces  règles  verbalement, 
ou  qu'il  les  a  exposées  dans  un  ouvrage  intitulé  «  les  Discours,  »  c'est-à-dire  en 
Il  livres.  •> 

[**]  Ceci  comprend  la  sommation  des  séries  : 

m^-i-{m  +  \Y  +  {m  +  iY-i- +  (w  +  n)\ 

(2m)'-|-  (2TO  4-  2)=+  (2OT  -t-  4)'  +  -  •  •  +  (2m  +2/?)', 
{■2m  +  i]'+  (2/«  +3y  +  (2111  +  5^  +  .  .  .-{-{-im  +■2/1 -j-iy. 
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TROISIEME  CHAPITRE. 

DK    LA    SOUSTRACTION. 


L'auteiii'  dit  :  La  soustraction  est  la  recherche  de  ce  qui  reste  après 
quon  a  retranché  l'un  de  deux  nombres  de  l'autre.  Ceci  s'applique  à 
l'exécution  écrite  de  la  soustraclion.  Dans  certains  de  ses  ouvrages 
(Ibn  Aibannà)  a  dit  que  la  signification  de  la  soustraction  consiste  à 
faire  connaitro  la  différence  entre  doux  nombres  différents  par  rapport 
à  la  quantité,  dont  l'un  est  plus  petit  et  l'autre  plus  grand.  Il  n'a  pas 
rencontré  la  vraie  définition  de  cette  (opération)  dans  le  «  Soulèvement 
du  rideau  »  [*].  Le  plus  convenable  est  de  dire  que  la  soustraclion 
est  la  recbcrche  de  la  différence  entre  deux  nombres  dont  l'im  est  plus 
petit  et  l'autre  plus  grand.  L'auteur  dit  :  Elle  [se fait)  de  deux  ma- 
nières. L'une  consiste  à  retrancher  le  plus  petit  du  plus  grand  une 
seule  fois.  C'est  celle  par  laquelle  on  commencera  dans  le  présent 
chapitre;  comme  si  l'on  vous  dit  :  retranchez  treize  de  trente-sept  [**]. 
Alors  vous  direz  :  le  reste  est  vingt-quatre.  L'auteur  dit  :  L'autie 
espèce  consiste  à  retrancher  le  plus  petit  du  plus  grand  plus  d'une  seule 
fois.  Ceci  est  le  chapitre  de  la  preuve  [***],  ainsi  qu'il  sera  exposé 
plus  tard,  si  Dieu  le  permet.  Comme  si  l'on  vous  dit  :  retranchez  du 
trente-cinq  (constamment)  sept  ["♦***].  Ou  bien,  il  en  restera  un  excé- 
dant, comme  (si  vous  prenez)  quarante  et  un  r*****J.  L'auteur  dit  : 
Pour  la  première  espèce,  il  fout  placer  [le  nombre)  dont  on  retranche 


[*]  Cet  ouvrage  d'Ibn  Albannâ  est  mentionné  dans  le  passage  d'Ibn  Khaldoùn  dont 
le  texte  et  la  traduction  se  trouvent  dans  le  cahier  d'oclobre-novembre  i854  Au  Jour- 
nal asiatique,  p.  3^0  et  suiv. 

[**]  Le  texte  du  manuscrit  porte  par  erreur  six  au  lieu  de  sept. 

[***]  C'est  l'opération  décrite  dans  le  5'  chapitre  de  la  première  partie  df  VJiiili- 
métique  d'Alkalaçâdî,  p.  252  à  255  des  Atti  dcW  Accademia  Pontijîcia  de'  Nuovi  lÀncci, 
anno  XII. 

[*'**]  Le  copiste  paraît  ici  avoir  oublié  quelques  mots  exprimant  à  peu  près  ceci  ; 
«  et  dans  cet  exemple  il  ne  vous  restera  aucun  excédant.  « 

[*****]  En  effet,  si  l'on  retranche  de  ^i  autant  de  fois  7  qu'il  est  possible,  il  ri^lc 
l'excédant  6. 
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dans  une  ligne,  et  au-dessous  le  nombre  qu'il  s'agit  de  retrancher,  de  la 
même  manière  comme  dans  V  addition  ;  puis  il  faut  retrancher  chaque 

F.  10,  r".  place  [c'est-à-dire  chaque  chiffre)  de  celui  qui  lui  correspond,  |  s'il  y 
en  a  un  qui  lui  correspond  [*]. 

...  Vous  aurez  pour  résultat  [**]  deux  cent  quatre-vingt-quatre,  ce 
qui  est  le  nombre  déficient.  11  a  comme  parties  :  une  moitié,  à  savoir 
cent  quaraule-deux  ;  un  quart,  à  savoir  soixante  et  onze;  un  soixante 
et  onzième,  à  savoir  quatre;  la  moitié  de  la  (fraction  précédente),  à 

F.  C9,  v°  savoir  deux;  et  la  moitié  de  celle-ci,  à  savoir  |  un.  La  somme  de  ces 
parties  est  deux  cent  vingt,  ce  qui  est  le  nombre  excédant.  Celui-ci  a 
comme  parties  :  une  moitié,  à  savoir  cent  dix  ;  un  quart,  à  savoir  cin- 
quante-cinq; un  cinquième,  à  savoir  qurirante-quatre;  un  dixième,  à 
savoir  vingt-deux;  une  moitié  do  dixième,  à  savoir  onze;  puis  en  fait 
de  fractions  non  articulées  [***]  :  un  onzième,  à  savoir  vingt;  et  la 
moitié  de  cela,  à  savoir  dix;  et  le  quart  de  cela,  à  savoir  cinq;  et  le 
cinquième  (du  onzième),  à  savoir  quatre;  et  le  dizième  (du  onzième), 
à  savoir  deux;  et  la  moitié  du  dixième  (du  onzième),  à  savoir  un.  La 
somme  de  ces  parties  est  deux  cent  quatre-vingt-quatre,  ce  qui  est  le 
nombre  défirient.  Ces  deux  nombres  sont  les  nombres  amiables  les 
plus  petits  qu'il  soit  possible  de  trouver. 

Ceci  est  la  fin  de  ce  que  je  me  suis  proposé  (de  dire)  sur  cette 
matière. 

Louange  à  Dieu,  le  Maître  de  l'Univers.  Que  sa  bénédiction  soit  sur 
notre  Seigneur  Mohammed,  le  dernier  et  le  plus  parfait  des  prophètes, 
le  prince  des  apôtres,  et  sur  sa  famille  et  ses  compagnons.  Que  le 
salut  divin  soit  répandu  sur  eux  avec  profusion  jusqu'au  jour  de  la 
résurrection. 


[*]  C'est-à-dire  si  le  chiffre  correspondant  du  nombre  dont  on  retranche  n'est  pas 
zéro. 

[**]  Alkalaçàd!  termine  son  commentaire  en  montrant  la  manière  de  trouver  les  deux 
nombres  amiables  220  et  284  ;  ces  nombres  jouissent  de  la  propriété  que  la  somme  des 
diviseurs  du  premier  est  égale  au  second,  et  réciproquement. 

[***]  Ce  sont  les  fractions  qui  ne  peuvent  pas  s'énoncer  au  moyen  des  mots  :  une 
moitié,  un  tiers,  un  quart,  etc.,  jusqu'à  un  dixième  inclusiveraeut,  ni  par  la  coml)i- 
naison  de  ces  mots. 
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Louange  à  Dieu,  In  Maîlie  de  l'Univers,  de  la  part  de  celui  qui  a 
écrit  (celte  copie),  et  ([iii  a  besoin  (de  la  miséricorde)  de  son  Seigneur 
qui  pardonne  à  son  esclave  (à  savoir)  Al-hâdjdj  Imâd  Alfihri,  puisse 
Dieu  accorder  son  pardon  à  lui,  à  ses  parents,  aux  docteurs  (qui  l'ont 
instruit),  et  aux  docteurs  de  ses  docteurs,  jusqu'au  jour  de  la  résur- 
l'cctiori. 

(Terminé)  à  l'aurore  du  vingt-neuvième  jour  du  mois  sacré  du 
ramadhân  de  l'année  mil  deux  cent  vingt-neuf  [*].  Fin.  |  v.  «9,  >■ 

Au  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux.  Que  la  bénédiction  et      '^'  ''' 
le  salut  de  Dieu  soient  sur  notre  Seigneur  Mohammed,   sa  lamille  et 
ses  compagnons. 

Le  serviteur  qui  a  la  conscience  de  ne  pouvoir  satisfaire  à  la  justice 
de  son  Seigneur,  l'illustre  et  lettré  jurisconsulleAboûZaid  A bdalrahmàn 
Ibu  Omar  Al'okaili  Alcoûneci,  que  Dieu  veuille  agir  avec  lui  selon  sa 
grâce  et  sa  générosité,  dit  : 

Louange  à  Dieu  pour  avoir  rendu  nombreux  ses  bienfaits  et  ses  élus. 
Grâces  à  Dieu,  pour  les  bienfaits  abondants  de  son  indulgence  et  de 
ses  dons.  Que  la  bénédiction  et  le  salut  de  Dieu  soient  sur  notre  Sei- 
gneur Mohammed,  qui  est  la  meilleure  de  ses  créatures,  et  le  dernier 
et  le  plus  parfait  de  ses  prophètes,  et  sur  sa  famille  et  ses  compagnons, 
qui  ont  eu  la  bonne  fortune  d'embrasser  sa  cause  et  de  la  suivre. 

Pour  en  venir  au  fait.  Ceci  est  (un  travail)  qui  fournit  des  explica- 
tions faciles,  intercalées  entre  les  paroles  du  (traité  intitulé)  Al-yaçârah 
(«  L'aisance,  m)  Je  l'offre  comme  un  commentaire  de  ses  paroles  et  de 
ses  sens  cachés,  et  comme  un  éclaircissement  de  ses  fondements  et  de 
ses  développements.  Afin  que  ce  soit  un  secours  pour  celui  qui  désire 
le  comprendre,  et  un  guide  pour  celui  qui  cherche  à  connaître  l'ex- 
plication de  sa  science.  Et  quoique  ce  traité  soit  extrêmement  concis  et 
abrégé,  il  n'en  embrasse  pas  moins  une  branche  I  de  la  science  qui  est  v.  70,  i" 
d'une  grande  étendue. 


[*]   Cette  date  cuiTcsiiond  au  i4  sc[)tcrabrc  i8i4  de  noire  ère.  Le  niauiisirit  est 
donc  très-inoderiic. 
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Manuscrit  coté      .1  du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque 

impériale  de  Paris. 

Volume  in-4  de  174  feuillets  en  papier  dont  le  premier  et  le  dernier  sont  des  feuillets  de  garde 
non  numérotés,  tandis  que  les  autres  feuillets  sont  numérotés  au  crayon  avec  les  nombres 

1  à  172. 

Feuillet  i,  v°  1.  i  à  74,  r°  1.  ao  de  la  numération  écrite  au  crayon  :  Commentaire  du 
Talkis  ou  «  Exposé  des  opérations  du  calcul  »  d'Ibn  Albannà,  sans  nom  d'auteur. 

Feuillet  77,  v"  1.  1  à  122,  r°  I.  26  de  la  numération  écrite  au  crayon  :  Commentaire  sur 
«  l'Abrégé  de  la  science  du  calcul  »  d'Abdoulkâdir  Alçakhàwi  le  châféïtc,  par  Hoçaïn  Ben 
Blohammed  Almahalli  le  chàféïte. 

Feuillet  123,  v°  1.  i  à  172,  r°l.  i5  de  la  numération  écrite  au  crayon  :  Traité  d'arithmé- 
tique pratique  intitulé  :  «  Soulèvement  du  vêtement  de  la  science  du  calcul  »  par  Alka- 
laràdi.  La  copie  de  ce  traité  paraît  avoir  été  achevée  le  24  chawwàl  1143  de  l'hégire,  ou 

2  mai  1781  de  J.-C. 

Comparer  sur  ce  manuscrit  le  Journal  asiatique,  cahier  de  février-mars  18G2,  p.  108, 
1.  I ,  à  p.  112,  I.  7. 

Les  numéros  des  feuillets  marqués  en  marge  des  pages  35o  à  3G2  de  la  traduction  ci- 
après  se  rapportent  à  la  numération  écrite  au  crayon. 


Au  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux.  Que  la  bénédiction  di- 
vine soit  surnotre  Seigneur  et  maître  Mohammed  et  sur  toute  sa  famille! 

Louange  à  Dieu,  Maître  de  l'Univers,  que  sa  bénédiction  et  son 
salut  soient  sur  notre  Seigneur  Mohammed,  sa  famille  et  tous  ses 
compagnons. 

Pour  en  venir  au  fait.  L'objet  de  cet  ouvrage  est  de  donner  un  exposé 
fait  avec  chois  des  opérations  du  calcul,  un  aperçu  succinct  de  ses 
règles,  et  un  arrangement,  d'après  un  ordre  sévère,  de  ses  fondements. 
Il  comprend  deux  parties.  La  première  partie  traite  des  opérations  du 
nombre  connu.  La  seconde  partie  traite  des  règles  au  moyen  desquelles 
il  est  possible  d'arriver  à  ce  qui  est  inconnu  et  cherché  en  partant  de 
ce  qui  est  connu  et  donné,  s'il  existe  entre  les  deux  choses  une  relation 
qui  rend  cela  nécessaire. 

PREiAIIÈRE  PARTIE. 

DES  OPKRATIOKS  DU  NOMBRE  CONNU. 

Cette  partie  est  divisée  en  trois  divisions.  La  première  division  traite 
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des  opérations  du  nombre  entier.  La  seconde  division  traite  des  opéra- 
tions des  fractions.  La  troisième  division  traite  des  opérations  des 
racines. 

PREMIÈRE  DIVISION. 

DES    OPÉRATIOKS   UU    NOMBUE    E^TIEn. 

Cette  division  se  partage,  convenablement  à  son  but,  en  six  cha- 
pitres, dont  le  premier  traite  des  divisions  du  nombre  et  de  ses  ordres. 

PREMIER  CHAPITRE. 

Le  nombre  est  ce  qui  est  composé  d'unités.  Par  conséquent  l'un 
n'est  pas  appelé  nombre,  parce  qu'il  n'est  pas  composé  d'unités.  On 
dit  aussi  :  le  nombre  est  une  réunion  de  monades  ["]. 

Tel  est  tout  nombre,  comme  le  cinq,  le  dix,  lacent,  le  mille. 

Le  nombre  est  divisé  en  pair  et  impair. 

Le  pair  est  celui  qui  se  laisse  diviser  en  deux  parties  égales.  Tels 
sont  tous  les  nombres  dans  la  première  place  desquels  il  se  trouve  un 
nombre  pair,  comme  deux,  quatre,  six,  huit,  ou  dans  la  première 
place  desquels  il  n'y  a  point  d'unités.  Le  nombre  impair  ne  jouit  point 
de  ces  propriétés. 

On  dit  aussi  :  le  nombre  pair  est  celui  qui  se  laisse  diviser  en  deux 
parties  égales,  ou  en  deux  parties  inégales,  l'une  étant  plus  grande  et 
l'autre  plus  petite,  pourvu  qu'il  soit  plus  grand  que  deux  [**j. 

Si  le  nombre  pair  est  divisé  en  deux  parties  égales,  et  que  l'une 
d'elles  est  paire,  l'autre  partie  est  (pareillement)  paire;  et  si  (l'une 
des  parties)  est  impaire,  l'autre  partie  est  (aussi)  impaire.  Et  s'il  est 
divisé  en  deux  parties  inégales,  chacune  de  ces  deux  parties  est  (ou 
bien)  impaire  (ou  paire).  Par  exemple,  le  huit  se  divise  en  deux  nom- 
bres pairs,  quatre  et  quatre,  qui  sont  égaux;  et  se  divise  (aussi)  en 
cinq  et  trois  qui  sont  inégaux,  et  chacune  de  ces  deux  (dernières  par- 
ties) est  impaire. 


[*]  Le  mot  employé  ici  est  différent  du  terme  ordinaire  pour  «  unité,  »  employé  par 
exemple  1.  2,  3  et  9  de  la  présente  page.  Le  dictionniiireie  traduit  par  «  unitas,  sin^'ii- 
laritas.  » 

[**]  Le  deux  se  divise  seulement  en  dens  parties  égales,  1  cl  1. 
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Si  le  nombre  pair  est  divisé  en  deux  parties  inégales,  chacune  de 
ces  deux  parties  se  laisse  diviser  [*]  en  deux  parties  inégales.  Ainsi 
le  cinq  et  le  trois  sont  inégaux,  et  pareillement  les  parties  de  ces  deux 


nombres  sont  inégales. 

!•.  ■?,  1".        Quant  au  (nombre)  impair,  |  c'est  cehii  dont  les  parties,  etc. 

V.  -,  v.  .  .  .  vous  ajoutez  |  constamment  un  demi,  et  vous  multipliez  la 
somme  par  la  quantité  réservée.  Alors  ce  qui  résulte  est  la  réponse. 
Par  exemple,  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  cinq  jusqu'à  dix-neut 
suivant  l'ordre  des  nombres  (naturels),  alors  vous  joignez  le  cinq  au 
dix-neuf,  ce  qui  fait  vingt-quatre,  et  vous  réservez  cela.  Ensuite  re- 
tranchez le  premier  des  nombres,  à  savoir  cinq,  du  plus  grand  des 
nombres,  à  savoir  dix-neuf.  Il  reste  quatorze.  Prenez-en  la  moitié,  qui 
est  sept.  Ajoutez-y  la  moitié  d'une  unité;  ce  sera  sept  et  demi.  Multi- 
pliez cela  par  le  nombre  réservé,  à  savoir  par  vingt-quatre.  Le  ré- 
sultat sera  cent  quatre-vingts,  ce  qui  est  la  réponse. 

Et  si  l'on  dit  [**]  ;  additionnez  depuis  l'unité  jusqu'à  dix  suivant 
l'ordre  des  nombres  élevés  au  carré,  ce  qui  signifie  que  vous  multi- 
pliez chacun  des  dix  nombres  par  lui-même,  et  que  vous  additionnez 
les  résultats;  a'ors  la  méthode  pour  cela  consiste  à  additionner  les 
nombres  suivant  leur  ordre,  d'après  la  méthode  précédente,  et  à 
réserver  la  (somme).  Ensuite  vous  prenez  deux  tiers  du  dernier 
nombre,  ce  qui  est  six  et  deux  tiers,  et  vous  y  .ajoutez  un  tiers  de 
l'unité.  Il  résulte  sept,  ce  que  vous  multipliez  par  le  (nombre)  réservé, 

i-.  -,  v",    à  savoir  cinquante-cin([.  Le  résultat  sera  385,  et  telle  est  la  réponse. 
''^'"'  Et  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  l'unité  jusqu'à  dix  suivant  l'ordre 


[*]  Le  texte  ajoute  «  seulement,  »  ce  qui  est  faux.  Car,  par  exemple,  i2  =  8-(-4> 
et  8  est  divisible  en  4  et  4  'li'i  sont  égaux. 

[**]  On  trouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  glose  dont  voici  la  traduction  : 
Quant  à  l'addition  suivant  l'ordre  des  nombres  élevés  au  carré,  l'opération  consiste 
a  additionner  les  nombres  suivant  leur  ordre  d'après  ce  qui  précède,  et  à  multiplier  le 
résultat  par  deux  tiers  dn  dernier  (nombre),  augmentés  constamment  d'un  tiers.  Le 
résultat  sera  la  réponse.  Comme  (si  vous  avez)  quatre  nombres  carrés  à  ]iartir  de 
ruiiité,  alors  multipliez  lo  ])ar  3,  ce  qui  est  deux  tiers  du  quatre  augmentés  de  \.  Et 
(pour)  les  cubes  (ro])ération  consiste)  à  additionner  les  (nombres  simples)  suivant 
l'ordre  de  la  même  manièi'e,  et  à  élever  le  résultat  au  carré.  Ce  sera  la  réponse. 
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des  cubes,  ce  qui  signifie  que  vous  multipliez  chacun  des  dix  nom- 
bres par  hii-mème,  que  vous  multipliez  le  résultat  par  son  côlé,  et  que 
■vous  additionnez  les  résultats  ;  alors  la  méthode  pour  cela  consiste  à 
•additionner  depuis  un  jusqu'à  dix  suivant  l'ordre  des  nombres,  d'après 
la  méthode  qui  précède.  La  somme  sera  cinquante-cinq.  Ensuite 
vous  élevez  au  carré  ces  cinquante-cinq  en  les  multipliant  par  eux- 
mêmes.  Le  résultat  sera  3o25,  ce  qui  est  la  réponse.  i" 

La  quatrième  espèce  (de  Taddition)  [*]  est  l'addition  suivant 
l'ordre  des  nombres  impairs  ;  cela  signifie  que  vous  additionnez  les 
impairs  tels  qu'ils  se  suivent  dans  l'ordre  naturel.  La  méthode  pour 
cela  consiste  à  ajouter  au  dernier  nombre,  qui  est  le  plus  grand  des 
(nombres),  constamment  une  unité,  à  prendre  la  moitié  de  la  somme, 
et  à  l'élever  au  carré  eu  la  multipliant  par  elle-même.  Alors  ce  qui 
résulte  est  la  réponse. 

Par  exemple,  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  l'imité  jusqu'à  neuf, 
suivant  l'ordre  des  impairs,  c'est-à-dire  l'unité,  le  trois,  le  cinq,  le 
sept,  et  le  neuf;  alors  la  méthode  pour  cela  consiste  à  ajouter  au  tler- 
nier  nombre  luie  unité,  à  prendre  un  quart  de  la  somme,  et  à  le  multi- 
plier par  la  somme;  ou  à  prendre  le  nombre  des  ordres  des  impairs 


[*]  On  trouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  glose  dont  voici  la  traduction  : 
Quant  à  l'addition  suivant  l'ordre  des  impairs,  rojjération  consiste  à  ajouter  au  der- 
nier (nombre)  constamment  un,  et  à  élever  au  carré  la  moitié  du  résultat.  Ce  sera  la 
réponse.  Comme  (si  vous  avez)  quatre  nombres  à  partir  de  l'unité,  le  résultat  sera  i6. 
Et  (pour  trouver  la  somme  des  impairs)  suivant  leur  ordre  en  les  élevant  au  carré, 
(l'opération  consiste)  à  multiplier  les  deux  non)bres  qui  viennent  après  le  dernier 
(nombre)  dans  l'ordre  naturel,  et  à  multiplier  le  résultat  par  un  sixième  du  dernier 
(nombre).  Conmie  (si  l'on  additionne)  depuis  i  jusqu'à  7  en  élevant  au  carré,  le 
résultat  est  84-  Et  (pour  additionner  les  impairs)  en  les  élevant  au  cube  (la  méthode 
consiste)  à  additionner  suivant  l'ordre  des  impairs,  à  doubler  le  résultat,  à  retrancher 
du  double  un,  et  à  multiplier  le  résultat  par  le  (nombre  qu'on  avait)  doublé*.  Et 
si  l'on  dit  :  a^diiionnez,  quatre  cases  à  i)artir  de  1,  suivant  l'ordre  des  impairs,  alors 
élevez  au  carré  le  nombre  des  cases,  ce  sera  la  réponse.  Vous  apprenez  par  là  que  la 
racine  (carrée)  du  résultat  est  le  nombre  des  cases. 

*  C'est-à-dire 

i'  +  3'-i-5"-i-7'-l-.  ..-I-  (2  1  — 0' 

=  J2[i-*-3-4-5-t-7-l-...-H(3n— 1)]—  ij.[i  4-3-1-5-1-7-1-.  ..-r-C'ï  "  —  '}]■ 
Tome  IX  (a«  série).  —  Octobbe  1864.  45 
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que  vous  avez,  et  à  imilliplierce  nombre  par  liii-mème.  Donc,  si  vous 
voulez,  ajoutez  au  neuf  une  unité;  ce  sera  dix.  Prenez  eu  la  moitié, 
qui  est  cinq,  et  multipliez  cela  par  lui-même.  Ce  sera  vingt-cinq,  et 
telle  est  la  réponse. 

r  s,  r".  Et  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  l'unité  jusqu'à  neuf,  suivant 
l'ordre  des  impairs,  en  les  élevant  au  carré,  ce  qui  signifie  que  |  chacun 
de  ces  impairs  doit  être  multiplié  par  lui-même;  alors  la  méthode  pour 
cela  consiste  à  former  le  rectangle  des  deux  nombres  qui  avoisinent  le 
plus  grand  des  impairs  par  après,  donc  à  en  multiplier  l'un  par  l'autre. 
Ensuite  multipliez  ce  qui  résulte,  par  un  sixième  du  plus  grand  im- 
paii-.  Ee  résultat  sera  la  réponse. 

Par  exemple,  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  l'unité  jusqu'à  neuf 
suivant  l'ordre  des  impairs,  en  les  éle%'ant  au  carré  ;  alors  multipliez 
les  deux  nombres  qui  avoisinent  le  neuf  par  après,  à  savoir  le  dix  et  le 
onze,  l'un  par  l'autre;  ce  sera  ce;it  dix.  Ensuite  multipliez  ce  cent  dix 
par  un  sixième  du  neuf,  à  savoir  par  un  et  demi.  Il  résultera  cent 
soixante-cinq,  ce  qui  est  la  réponse. 

f.  s,  i-o,  Et  si  l'on  dit  :  additionnez  depuis  un  jusqu'à  neuf  suivant  l'ordre  des 
imj^airs,  en  les  élevant  au  cube,  alors  faites  la  somme  suivant  Tordre 
des  impairs,  sans  les  élever  au  cube,  ainsi  c[u'd  précède.  Ce  sera  vingt- 
cinq.  Réservez  cela.  Ensuite  doublez-le,  ce  sera  cinquante.  Retran- 
chez une  unité  du  cinquante;  il  reste  quarante-neuf.  Multipliez  cela 
par  le  (nombre)  réservé,  qui  est  vingt-cinq.  Il  résulte  I225,  ce  qui  est 
la  réponse. 

!■  s,  r»,  Et  si  l'on  dit  :  additionnez  jusqu'à  la  dixième  case  suivant  l'ordre 
des  impairs,  en  sous-entendant  que  dans  la  première  case  soit  l'unité, 
dans  la  seconde  trois,  et  ainsi  de  suite  suivant  l'ordre  des  nombres 
impairs  jusqu'à  la  dixième  case;  alors  la  méthode  pour  cela  consiste  à 
multiplier  le  nombre  des  cases  par  lui-même.  Ce  qui  en  résulte  sera  la 
réponse.  Dans  le  cas  actuel  cela  est  cent. 

Vous  apprenez  par  là  que,  si  vous  avez  un  nombre,  et  que  vous  dé- 
sirez savoir  combien  il  contient  d'impairs  séparément,  vous  devez  en 
prendre  la  racine.  Ce  qui  résulte  est  le  nombre  des  impairs  contenus 
dans  le  (nombre  proposé),  si  le  commencemeiU  des  (nombres  impairs) 
est  un. 

Section.  Si  l'on  vous  dit  :  (étant  proposé)  le  nombre  cent,  (cora- 


lii;-  7- 
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bien)  y  est-il  contenu  de  nombres  impairs  se  succédant  suivant  l'ordre 
en  commençant  par  l'unité?  alors  la  méthode  pour  cela  consiste  à 
prendre  la  racine  du  nombre,  à  savoir  de  cent,  qui  est  dix;  et  ce 
nombre  (indique)  combien  il  y  a  dans  cent  de  nombres  impairs  sui- 
vant l'ordre  en  commençant  par  l'unité.  Ce  sont 

1.3.5.7.9.1  I  .i3. 1  5.  «719, 

et  ce  sont  dix  impairs,  (dix)  étant  le  nombre  de  la  racine  du  cent  qui 
est  leur  somme. 

La  cinquième  espèce  (de  l'addition)  [*]  est  l'addition  suivant  l'ordre 
des  (nombres)  pairs,  ce  qui  signifie  que  vous  additionnez  les  pairs 
tels  qu'ils  se  suivent  dans  l'ordre  naturel,  à  savoir  deux,  quatre,  six, 
huit,  dix,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'iiilini.  T,a  mélhode  jiour  cela  con- 
siste à  ajouter  au  (nombre)  pair  jusqu'auquel  (!a  suite)  s'étend  [deux], 
et  à  multiplier  un  quart  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'élend, 
par  le  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend  augmenté  de  deux. 
Ce  qui  résulte  est  la  réponse. 


[*]  On  trouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  i^lose  dont  voici  la  traduction  : 
Et  (pour  additionner  les  nombres)  pairs  suivant  l'ordre  naturel,  (la  méthode  con- 
siste) à  ajouter  au  dernier  (nombre)  2,  et  à  multiplier  la  moitié  du  résultat  par  la 
moitié  du  même  dernier  (nombre).  Comme  (si  l'on  veut  additionner)  depuis  2 
jusqu'à  8,  ce  doni  le  résultat  est  20.  Et  (pour  additionner  les  nombres)  pairs,  en  les 
élevant  au  carré,  (la  méthode  consiste)  à  les  additionner  suivant  l'ordre,  à  ajouter  en- 
suite aux  deux  tiers  du  dernier  (nombre)  constamment  deux  tiers  de  l'imité,  et  à  mul- 
tiplier le  résultat  par  ce  qui  provenait  de  l'addition  (des  nombres  pairs  simples);  ou  à 
former  le  rectangle  des  deux  nombres  qui  viennent  suivant  l'ordre  après  le  dernier 
(nombre  pair)  et  à  multiplier  le  résultat  par  un  sixième  du  dernier  (nombre).  Et  si 
l'on  dit  :  (le  nombre)  cent  dix,  combien  contient-il  de  nombres  pairs?  alors  ajoute/.-y 
constamment  un  quart  de  Timité,  et  retranchez  de  la  racine  du  résultat  constamment 
la  moitié  d'une  unité;  le  double*  du  reste  sera  la  réponse. 

"  Les  mots  «  double  du  »  soiil  de  trop;  il  faut  dire  :  le  reste  sera  la  réponse.  Car,  puisque 

2-l-4-t-G-(-...-l-2n  =  n(n-M)> 
si  l'on  pose 

n  (  n  -4-  I J  =  a, 

on  auia 

^:i'-i=yc:^-i=^(;:qy-i=(„.i)-i.n. 
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Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  deux  jusqu'à  dix 

suivant  l'ordre  des  pairs,   alors  ajoutez  deux  au  (nombre)  jusqu'au- 

F.  «,  v».    quel  (la  suite)  s'étend,  à  savoir  au  dix  :  ce  sera  douze.  |  t'renez-en  la 

moitié,  à  savoir  six,  et  nuiUipliez-la  par  la  moitié  du  dix,  à  savoir  par 

cinq.  Il  résultera  trente,  ce  qui  est  la  réponse. 

Et  si  l'on  dit:  additionnez  depuis  deux  jusqu'à  dix  suivant  l'ordre 
des  (nombres)  pairs,  en  les  élevant  au  carré,  alors  la  méthode  pour 
cela  consiste  en  deux  manières. 

La  première  (manière  est)  que  vous  additionnez  les  (nombres)  pairs 
suivant  l'ordre,  ainsi  qu'il  pré(  ède.  Ce  sera  trente.  Réservez  cela.  En- 
suite prenez  deux  fiers  «lu  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend, 
ce  qui  est  six  et  deux  fiers.  Ajoutez-y  constamment  deux  tiers  de  l'unité. 
Ensuite  multipliez  la  somme,  à  savoir  sept  et  un  tiers,  parle  (nombre) 
réservé.  Le  résultat  sera  deux  cent  vingt,  et  telle  est  la  réponse. 

Et  si  l'on  vous  dit  :  nous  avons  le  (nombre)  cent  dix;  combien  y 
est-il  contenu  de  nombres  pairs?  alors  la  méthode  pour  cela  consiste  à 
ajouter  au  nombre  donné  constamment  un  quart  de  l'unité,  à  prendre 
la  racine  de  la  somme,  et  à  en  retrancher  constamment  la  moitié  d'une 
unité;  le  double  ["]  de  ce  qui  reste  sera  le  nombre  des  (nombres) 
pairs.  Donc  ajoutez  au  cent  dix  un  quart  de  l'unité,  ce  sera  cent  dix 
et  un  quart.  Prenez-en  la  racine,  à  savoir  dix  et  demi.  Retranchez-en 
un  demi.  Il  reste  dix.  Le  double  de  cela  sera  vingt,  et  tel  est  le  nombre 
des  (nombres)  pairs  contenus  dans  cent  dix  [**]. 

La  seconde  manière  (de  sommer  les  carrés  des  nombres  pairs  sui- 
vant l'ordre  consiste)  à  former  le  rectangle  des  deux  nombres  qui 
avoisinent  le  dix  par  après,  à  savoir  du  onze  et  du  douze.  Donc  inul- 
tipliez-en  l'un  par  l'autre,  et  réservez  le  résultat.  C'est  cent  trente 
deux.  Ensuite  prenez  un  sixième  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite) 


[*]  Les  mots  «  le  double   de  »  sont  de  trop;  il  faut  dire:  ce  qui   reste    sera  le 
nombre  des  nombres  pairs  contenus  dans  le  nombre  proposé. 

["]0n  a 

MO  =24-4-4-64-8  +  lO-t-   12  -l-l4  +  16  +  18-1-  20, 

ce  qui  sont  dix  et  non  vingt  nombres  pairs.  Je  viens  déjà  d'indiquer  la  source  de  cette 
erreur  du  texte  arabe. 
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s'étend,  à  savoir  du  dix.  Vous  trouvez  que  c'est  un  et  deux  tiers.  Mul- 
tipliez cela  par  le  (nombre)  réservé,  à  savoir  par  le  cent  trente-deux. 
Le  résultat  sera  deux  cent  vingt,  ce  qui  est  la  réponse,  comme  précé- 
denuDent. 

Et  si  l'on  dit  :  [*]  additionnez  depuis  deux  jusqu'à  dix  suivant  •'■'*•  ♦' 
l'ordre  des  pairs  en  les  élevant  au  cube,  alors  la  môtbode  pour  cela 
consiste  à  additionner  les  nombres  pairs  suivant  Tordre,  ainsi  qu'il 
précède,  et  à  réserver  le  résultat,  à  savoir  trente.  Ensuite  doublez-le. 
Ce  sera  soixante.  Multipliez  cela  par  le  (nombre)  réservé,  à  savoir  par 
treille.  Le  résultat  sera  mille  huit  cent,  et  telle  est  la  réponse.  f-  «.  »" 

Et  si  l'on  dit  :  additionnez  ce  qui  est  contenu  dans  dix  cases  suivant 
l'ordre  des  nombres  pairs,  ce  qui  signifie  que  dans  la  première  case  se 
trouve  deux,  dans  la  seconde  quatre,  et  auisi  de  suite,  suivant  l'ordre 
des  nombres  pairs,  jusqu'à  la  dixième  case  ;  alors  la  méthode  pour  cela 
consiste  à  multiplier  le  nombre  des  cases,  à  savoir  dix,  par  îui-mètue 
augmenté  d'une  unité.  Ce  sera  cent  dix  ;  et  telle  est  la  réponse. 

Ceci  (est  l'opération)  si  le  commencement  des  nombres  pairs  est  le 
deux.  Mais  si  le  commencement  est  un  nombre  pair  différent  ilu  deux, 
alors  faites-en  l'addition   en  supjjosant  (d'abord)  que  le  commence- 


[*]  On  trouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  glose  ilcnt  voici  la  Iraduciion: 
L'addition  suivant  l'ordre  des  (nombres)  i)airs  en  les  élevant  au  cube  consiste  à 
additionner  les  (nombres)  pairs  suivant  l'ordre,  à  doubler  le  résultat,  et  à  multiplier  le 
résultat  par  le  (nombre  qu'on  avait)  doublé.  Et  si  l'on  dit  :  additionnez  ce  qui  se  trouve 
daûs  10  cases  suivant  l'ordre  des  (nombres)  pairs  à  partir  de  2,  alors  l'opération  con- 
siste à  multiplier  le  nombre  des  cases  par  lui-même  aui;mcnté  de  l'unité.  Le  résultat 
sera  la  réponse.  Ceci  a  lieu  si  (la  suite)  commence  par  2.  Sinon,  faites  la  somme  (comme 
d'habitude)  en  supposant  que  le  commencement  soit  2,  et  réservez  le  résultat;  retran- 
chez-en la  somme  de  le  qui  se  trouve  entre  le  deux  et  le  nombre  donné  comme  pre- 
mier. Le  reste  sera  la  réponse.  Et  si  dans  ces  trois  divisions  (de  l'addition)*  le 
commencement  ne  se  fait  pas  par  l'unité,  alors  additionnez  (d'abord)  depuis  l'unité 
jusqu'au  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  et  ensuite  depuis  l'unité  jusqu'au 
(nombre)  <]ui  précède  le  (nombre  donné  comme)  commencement  (de  la  suite),  et 
retranchez  le  plus  petit  du  plus  grand.  Dans  l'addition  des^nombres)  pairs  le  deux 
tient  la  place  que  tient  l'unité  dans  l'addition  des  autres. 

*  Les  trois  divisions  dont  il  s'.ijit  sont  :  la  sommation  des  nombres  naturels,  des  nombre>  impain 
et  des  nombres  pairs. 
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ment  soit  deux,  et  réservez  ce  qui  en  résulte.  Ensuite  adflitionnez  ce 
qui  est  compris  entre  le  deux  et  le  nombre  donné  comme  premier. 
Retranchez  cela  du  nombre  réservé.  Ce  qui  reste  est  la  réponse. 

Sachez  aussi  que,  si  le  commencement  est  fait  à  partir  d'un  nombre 
F.  ;),  r".  différent  de  l'unité  dans  une  autre  de  ces  [  trois  divisions  [*],  vous 
additionnerez  (d'abord)  depuis  l'unité  jusqu'au  (nombre)  jusqu'au- 
quel  (la  suite)  s'étend,  vous  additionnerez  ensuite  depuis  l'unité  jus- 
qu'au nombre  qui  précède  celui  qui  est  le  commencement  (donné),  et 
vous  retiancherez  le  plus  petit  du  plus  grand.  Ije  deux  tient,  dans 
l'addition  des  nombres  pairs,  la  place  que  l'unité  tient  dans  l'addition 
des  autres  (nombres).  Comprenez  cela. 

TROISIÈME  CHAPITRE. 

DE    LA    SOUSTRACTION. 

La  soustraction  est  laction  de  retrancher  le  plus  petit  du  plus  grand 
de  deux  nombres,  etc. 

...  Et  si  l'en  dit  :  on  ajoute  à  une  quantité  son  tiers  et  un  dirheui, 
de  la  somme  on  retranche  ensuite  son  fiers,  et  il  reste  un  dirhem  ; 
combien  est  la  quantité  [**]?  Alors  la  réponse  est  que  la  quantité  est 
trois  huitièmes  d'un  dirhem.  La  méthode  pour  cela  consiste  à  prendre 
un  dénominateur  qui  ait  un  tiers,  et  dont  le  tiers  ait  lui-même  un  tiers. 
F.  7'i,  r".  Tel  est  neuf.  Vous  y  ajouterez  donc  |  son  tiers  et  un  dirhem,  ce  qui 
fait  trois  parties  et  un  dirhem,  et  ce  sera  douze  parties  et  un  dirhem. 
De  cela  vous  retrancherez  son  tiers,  ce  qui  est  quatre  parties  et  un 
tiers  d'un  dirhem.  Il  reste  huit  parties  et  deux  tiers  d'un  dirhem,  et 


[*]  Ces  trois  divisions  sont  l'addition  des  nombres  pairs,  que  l'auteur  vient  de  traiter, 
et  l'addition  des  nombres  naturels  et  des  nombres  impairs  exposés  précédemment. 

[**]  L'équation  proposée  est 

X 

X+  7T-+-Î 

■r  +  iî  +  i  — 
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cela  t'sl  ('giil  au  dirhem  restant  que  nous  avions  donné.  Vous  poserez 
donc  les  liuit  |)arlies,  c'est-à-du"e  parties  d'un  dirliem,  et  vous  les 
réserverez.  Ensuite  vous  retrancherez  les  deux  tiers  d'un  dirhem  dxi 
dirheni.  Il  reste  un  tiers  d'un  dirliem.  Vous  multiplierez  cela  par  le 
dénominateur,  lequel  est  neuf.  Ce  sera  trois.  Vous  diviserez  cela  par  la 
partie,  à  savoir  par  huit.  Il  résultera  trois  huitièmes  d'un  dirhem,  ce 
qui  est  la  quantité  (cherchée)  [*]. 


ce  qui  lui  donne 


or  «■^-^^  +  ' 

9^Y^'-- ^3 =■' 
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[*]  On  irouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  glose  dont  voici  la  traduction  : 
Quant  au.\  mots  du  (texte)  :  «  trois  luiitièmcs  d'un  dirhem,  etc.,  »  la  preuve  de  cela 
(consiste  en  ce)  que  vous  ajoutez  au  trois  son  tiers,  ce  qui  fait  quatre  huitièmes.  A  ceci 
vous  ajoutez  ensuite  huit,  en  rem|ilacenient  du  dirhem  :  ce  sera  douze  huitièmes.  Après 
cela  vous  en  retranchez  son  tiers,  ce  qui  est  quatre  huitièmes.  Il  reste  huit  (huitièmes), 
ce  qui  est  l'équivalent  du  dirhem,  de  sorte  qu'il  n'est  rien  resté  (de  trop).  Et,  si  vous 
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Et  si  l'on  dit  :  on  ajoute  à  une  quantité  son  cinquième  et  un  dirhem, 
on  rerranche  ensuite  de  la  somme  son  tiers  et  son  quart  [*],  et  il  reste 
deux    dirliems,  combien  est  la  quantité  [**]?  Alors  la  réponse  est  que 


voulez,  posez  le  dirhem  égal  à  vingt-quatre,  en  multiiiliant  trois  par  huit.  Trois  huitièmes 
de  cela  sont  neuf.  Ajoutez-y  son  tiers,  ce  qui  est  trois.  Il  résulte  douze  huitièmes.  En- 
suite ajoutez  à  ceci  le  dirhem,  sous  la  forme  de  vingt-quatre.  La  somme  sera  trente-six. 
Retranchez-en  son  tiers,  c'est-à-dire  douze.  Il  reste  vingt-quatre,  ce  qui  est  l'équiva- 
lent du  dirhem.  Et  si  on  retranche  cela,  il  ne  reste  rien.  Fin  de  l'observation  du  (sa- 
vant ci-dessus)  mentionné*. 

"  A  la  fin  d'une  des  gloses  précédentes,  se  trouve  mentionné  le  nom  de  Hoçaïn  Almahallî  ;  je  crois 
que  ce  Hoçaïn  Almahallî  est  identique  au  Hoçaïn  Ben  Mohammed  Almahalli  le  chàlêile,  qui  est 
l'auteur  du  second  des  trois  Traités  contenus  dans  le  manuscrit  d'où  est  tiré  le  morceau  ici  traduit. 
(  Voir  ci-dessus  p.  35o,  I.  g  et  lO  ) 

[*]  Le  texte  manuscrit  ajoute  ici  encore  «  et  deux  dirhems;  on  retranche  ensuite 
de  la  somme  son  tiers  et  son  quart;  »  mais  la  suite  prouve  que  c'est  une  méprise  du 
copiste. 

[*"*]  L'équation  proposée  est 
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ce  qui  un  donne 


X  =:  60  j, 
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la  quantité  est  trois  dirhemset  un  sixième.  I.a  méthode  pour  cela  con- 
siste à  prendre  nn  dénominateur  qui  ait  un  tiers  el  lui  quart  et  un  ciu- 
quiéme.  Tel  est  soixante.  Vous  y  ajouterez  son  cinquième  et  ini  dir- 
hem.  Il  viendra  soixante-douze  parties  et  un  dirhem.  Vous  retrancherez 
de  cela  son  tiers  et  son  quart,  à  savoir  qu:iraMte-dcux  parties  et  un 
tiers  et  un  quart  d'tui  dirhem.  Il  reste  trente  parties  et  un  qiiait  et  un 
sixième  d'un  dirhem.  Cela  est  égal  à  deux  dirhems. 

Donc  vous  poserez  les  trente  parties  comme  la  partie  réservée.  En- 
suite vous  retrancherez  le  quart  et  le  sixième  des  deux  dirhems,  parce 
que  cela  était  ajouté  aux  parties.  11  reste  un  dirhem  et  un  tiers  et  un 
quart.  Vous  mulli|)lierez  cela  par  le  dénominateur  qui  est  soixante.  Ce 
sera  quatre-vitiel-quinze.  Divisez  cela  par  la  partie,  à  savoir  [)ar  trente. 
Il  résulte  trois  dirhems  et  un  sixième  d'un  dirhem  [*],  ce  qui  est  la 
quantité  (cherchée). 

Ici  nous  nous  arrêtons,  et  ce  (qui  précède)  peut  suffire  à  celui  qui 


mais 


r  =  TÏT  •^. 


donc 
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[*]  On  trouve  iri  sur  la  maijje  du  manuscrit  iino  glose  dont  voiti  la  traduction  : 

Quant  aux  mots  du  (texte)  :  «  trois  dirhems  et  un  sixième,  etc.  »  la  preuve  de  cela 
(consiste  en  ce)  que  vous  convertissez  cela  en  des  sixièmes.  Ce  seront  dix-neuf  sixièmes. 
Ajoutez-y  son  cinquième,  à  savoir  trois  et  quatre  cinquièmes.  Ensuite  ajoutez  à  cela  le 
dirhem,  c'est-à-dire  six.  Il  résultera  vingt-huit  et  quatre  cinquièmes.  Convertissez  le 
tout  en  des  cinquièmes.  Il  résulte  cenl  quaranle-tjnatre.  Uetrauchez-en  le  quart,  ce 
qui  est  trente-six,  et  le  tiers,  ce  qui  est  quaranle-huit.  La  somme  de  cela  est  qiiairc- 
Tomo  IX  {3'  série).  —  NovEsini\E  186.Î.  '|0 
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le  niédile.  Dieu,  qu'il  soit  loué  et  exalté,  connaît  mieux  la  vérité.  Lui 
est  le  lieu  où  tout  revient  et  où  tout  retourne.  Louange  à  Dieu,  Maître 
de  l'Univers.  Il  nous  suffit,  c'est  le  meilleur  des  protecteurs.  Fin. 


\ingt  quatre.  Ajoutez-y  deux  dirlienis,  c'est  à  dire  soixante*.  Il  résulte  coninie  somme 
cent  quarante  quatre.  Donc  (vous  avez  à  retrancher  une  quantité)  d'(une  quantité) 
égale,  (et)  il  ne  reste  rien.  Fin  de  l'observation  du  (savant  ci-dessus)  mentionne.  Puisse 
Dieu  pardonner  à  nous  et  à  lui.  Amen! 

*  La  première  conversion  donne  le  dunominaleur  six,  la  seconde  le  dénominateur  cinq,  donc  en- 
semble le  dénominateur  trente;  par  conséquent  deux  dirhems,  c'est-à-dire  denx  unités,  s'njoHtcnl 
sous  la  forme  de  soixante  Irentièraes. 
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Manuscrit  coté      ô  du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque 

impériale  de  Paris. 

Voyez  la  description  do  co  manusrrit  ci-dessus,  p.  35o,  I.  3  à  i4-  —  Los  passages  traduits  ci- 
après  appartiennent  au  Traité  d'arillimétique  pralicpio  d'AH^alaràilî,  intitulé  :  et  Le  soulève- 
ment du  vêlement  de  la  science  du  (alcul.»  Voyezii-dessus,  p.  350, 1. 1 1  à  14.—  Les  numéros 
des  feuillets  marqués  en  marge  des  pages  3C3  à  368  de  la  présente  traduction  se  rapporloni 
à  la  numération  écrite  au  crayon  sur  les  feuillets  du  manuscrit. 


Au  nom  de  Dieu  clémcut  cl  miséricordieux  !  Que  la  bénédicliou  et  le  1    1  ' 
salut  de  Dieu  soient  sur  notre  Seigneur  Mohanniicd  et  ses  compagnons. 

Le  chaïkh,  le  philosophe  exact,  l'excellent,  le  docte,  rarilhméticien, 
le  savant  connaisseur  des  opérations  du  partage  des  successions,  celui 
qui  réiuiit  les  qualités  les  plus  diverses,  le  pénétrant,  le  précis,  l'éiiii- 
nent,  le  célèbre  Aboû'lhacan  Alt  lîen  Mohammed  Ben  Mohanuned 
Ben  Alî  (appelé)  d'après  son  pays  Alkalarâdi,  puisse  Dieu  lui  être  fa- 
vorable et  nous  faire  profiter  de  ses  mérites,  amen,  dit  : 

Louange  à  Dieu  qui  est  rapide  dans  son  calcul,  qui  dirige  les  cœurs, 
qui  est  la  cause  des  causes,  le  créateur  des  honunes,  qui  les  a  fait  en- 
trer dans  le  chauqi  de  l'exislence  en  couséqueucc  de  sa  volonté,  et  qui 
les  a  conduils  ])ar  son  prophète  siu-  le  che-miu  le  plus  parfait,  dont  la 
bonté  et  la  générosité  entourent  tout  ce  qui  existe,  dont  l'ariét  pré- 
déterminé et  la  justice  s'exercent  à  l'égard  de  toutes  ses  créatures,  cju'il 
a  formées  dans  des  états  successifs,  et  soumises  à  la  nécessité  de  la  des- 
truction et  de  la  mort,  et  du  retour  pour  l'examen  des  secrets  et  des 
circonstances. 

Grâces  à  Dieu  pour  les  bienfaits  nombreux  dont  il  nous  a  gratifiés,  et 
particulièrement  pour  ce  qu'il  nous  a  placés  dans  la  plus  noble  espèce 
des  honunes,  distinguée  par  rexcelience  de  la  langue  et  de  l'éloquence. 

Que  la  bénédiction  et  le  salut  (de  Dieu)  soient  sur  le  seigneur  des 
deux  mondes,  r(apôtre)  envoyé  aux  hommes  et  aux  génies,  le  posses- 
seur de  la  baïuiiere  et  du  nectar,  celui  en  qui  nous  plaçons  notre  es- 
poir au  jour  de  la  résiurection.  (,Que  ce  soit  une)  bénédicliou  qui  se 
continue  éternellement,  tant  que  luira  et  brillera  l'aurore. 

Pour  eu  venir  au  lait.  Après  que  j'eus  composé  (l'ouvrage  intitulé)  : 

46.. 
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«  Le  moyen  de  fortifier  la  vue  clans  la  science  du  calcul,  »  et  qu'il  ne 
m'était  pas  venu  à  l'esprit,  pendant  que  j'en  étais  occupé,  que  rien 
dans  cet  ouvrage  pût  offrir  de  la  tlifficuité  au  lecteur,  (je  m'aperçus) 
■  qu'il  contennit  des  règles  et  des  fondements  des  opérations  exigées  par 
l'art  de  la  composition,  et  auxquels  je  fus  amené  par  la  nécessité  de  la 
rédaction,  mais  qui  arrêtèrent,  d.ins  l'étude  dudit  ouvrage,  les  com- 
V.  i-'i,  r".  mençants  pour  lesquels  il  avait  été  composé.  Cependant  je  ne  pou- 
vais plus  changer  l'ouvrage,  parce  qu'il  s'était  déjà  répandu  parmi  les 
hommes,  etc. 

. . .  TROISIÈME  SECTION. 


DE    L  ADDITIOU     SUIVANT    LE    RAPPORT. 


Quant  à  l'addition  suivant  le  rapport  naturel  des  nombres,  l'opéra- 
tion pour  cela  consiste  à  ajouter  une  unité  au  (nombre)  jusqu'auqnel 
(la  suite)  s'étend,  et  à  multiplier  la  somme  par  la  moitié  du  (nombre) 
jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend. 

Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  un  jusqu'à  dix  ; 
I.  i(iy,  v".   alors  ajoutez  au  dix  un,  ce  sera  onze.   |    Multipliez  cela  par  le  cinq  qui 
est  la  moitié  du   (nombre)  jusqu'auquel   (la  suite)  s'étend.  Il  résulte 
cinquante-cinq,  ce  qui  est  (le  noinl>re)  cherché. 

L'élévation  au  carré  de  cette  espèce  (se  fait)  par  la  multiplication  de 
deux  tiers  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  plus  un  tiers  de 
•      l'unité,  par  le  résultat  de  l'addition  (des  nombres  simples). 

Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  carré  de  l'unité 
jusqu'au  carré  de  dix,  alors  prenez  deux  tiers  du  dix  plus  un  tiers  de 
l'unité.  Il  en  résulte  comme  somme  sept.  Multipliez  cela  par  le  cin- 
quante-cinq. Il  résulte  trois  cent  quatre-vingt-cinq,  ce  qui  est  le(nombre) 
cherché. 
F.  169,  V",       L'élévation  au  cube  de  cette  espèce  (se  fait)  de  nouveau  par  l'éléva- 
''"'■  ^"      tion  au  carré  de  la  somme,  c'est-à-dire  du  cinquante-cinq  dans  notre 
exemple.  Ce  qui  résulte  (si  l'on  additionne)  dejuiis  le  cube  de  l'unité 
V.  idi),  V",   jusqu'au  cube  de  dix  sera  donc  trois  mille  vingt-cinq. 
'^'  ''  Quant  à  l'addition  suivant  l'ordre  des  nomhres  pairs,  l'opération 

pour  cela  consiste  à  ajouter  deux  au  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite) 
s'étend,  et  à  multiplier  la  moitié  de  cela  par  la  moitié  du  ijiombre)  jus- 
qu'auquel (la  suite)  s'étend. 
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Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  deux  jusqu'à  douze 
suivant  l'ordre  des  nombres  pairs,  alors  ajoutez  au  (nombre)  jusqu'au- 
quel  (la  suite)  s'étend  deux.  Ce  sera  quatorze,  ce  dont  la  moitié  est 
sept.  Multipliez  cela  par  la  moitié  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite) 
s'étend.  Vous  aurez  pour  résultat  quarante-deux,  ce  qui  est  (le  nombre) 
cberché. 

L'élévation  au  carré  de  cette  espèce  (se  lait)  par  la  multiplication 
de  deux  tiers  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  plus  deux 
tiers  de  l'unité,  par  le  résultat  de  l'addition  (des  nombres  pairs  simples). 

Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  adilitionnez  depuis  le  carré  de  deux 
jusqu'au  carré  de  douze;  alors  prenez  deux  tiers  du  (nombre)  jusqu'au- 
quel (la  suite)  s'étend,  et  deux  tiers  de  l'unité.  Ce  sera  buit  et  deux 
tiers.  Multipliez  cela  par  la  somme,  laquelle  est  quarante-deux.  Vous 
aurez  pour  résultat  le  (nombre)  cherché,  qui  est  trois-cent  soixante- 
quatre. 

L'élévation  au  cube  de  cette  espèce  (se  fait)  par  l.t  multiplication  de  r.  if..,,»", 
la  somme  (des  nombres  pairs  simples)  par  son  double.  ''^  '■'" 

Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  deux 
jusqu  au  cube  de  douze,  alors  multipliez  la  somme,  à  savoir  quarante- 
deux,  par  son  double,  à  savoir  par  quatre-vingt-quatre.  Vous  aurez 
pour  résultat  trois  mille  cinq  cent  vingt-huit.  f.  ,0y,  ,o. 

Quanta  l'addition  suivant  l'ordre  des  nombres  impairs,  l'opération      ''^'"'^ 
pour  cela  consiste  à  ajouter  au  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'é- 
tend une  unité,  et  à  élever  au  carré  la  moitié  de  la  somme. 

Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  l'unilé  jusqu'il 
neuf,  alors  ajoutez  au  neuf  Une  unité,  ce  sera  dix.  Élevez  au  carré  la 
moitié  de  cela,  ce  sera  vingt-cinq,  et  tel  est  le  (nombre)  cherché. 

I    L'élévation  au  carré  de  cette  espèce  (se  fait)  par  la  multiplica-  |-.  ,;o,  r'. 
tion  d'un  sixième  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend,  parle 
rectangle  compris  sous  les  deux  nombres  qui  le  suivent  immédiatement. 

Par  exemple,  si  Ion  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  carré  de  l'unité 

jusqu'au  cairé  de  neuf,  alors  multipliez  un  sixième  du  neuf,  ce  qui  est 

un  et  demi,  par  le  lésultat  de  la  formation  du  rectangle  compris  sous 

le  dix  et  le  onze,  ce  (pii  est  cent  dix.    Vous  aurez  pour  résultat  cent 

soi.xante-cinq,  ce  qui  est  le  (nombre)  cherche. 

L'élévation  au  cube  de  cette  espèce  (se  fait)  par  la  multiplication  de  f.  170,  r», 

lie-  5. 
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la  somme  (des  nombres  impairs  simples)  par  son  double  moins  un. 
Par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité 
jusqu'au  cube  de  neuf,  alors  multipliez  la  somme,  à  savoir  vingt-cinq, 
par  son  double  moins  un,  à  savoir  quaranle-neuf.  Vous  aurez  pour 
résultat  le  (nombre)  cherché,  lequel  est  mille  deux  cent  vingt-cinq. 

V.  170,  r^'.  Avertissement.  Si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité 
'"'  ""  jusqu'au  cube  d'un  nombre  [*];  et  le  résultat  étant  tant,  combien  est 
le  (nombre)  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend?  Alors  l'opération  pour 
cela  consiste  à  multiplier  le  résultat  par  le  premier  des  cubes,  à  savoir 
iiuil,  à  ajouter  au  produit  de  la  multiplication  une  unité,  à  prendre  la 
l'acine  de  la  sonuue,  à  ajouter  ensuite  à  la  racine  de  nouveau  une 
unité,  à  prendre  la  racine  de  la  (souniie),  et  à  retrancher  de  ce  qui  est 
(la  racine)  l'unilé.  Vous  aurez  pour  reste  le  (nombre)  inconnu  jus- 
qu'auquel (la  suite)  s'étend  [**]. 

Par  exemple,  si  l'on  vous  ilit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité 
jusqu'au  cube  d'un  nombre  incoutni,  et  le  résultat  sera  quatre  cent 
quatre-vingt-seize.  Alors  multipliez  ce  résultat  par  huit,  et  ajoutez  au 
produit  une  unité.  La  somme  sera  trois  mille  neuf  cent  soixante-neuf. 
Prenez-en  la  racine.  Ce  sera  soixante-trois.  Ajoutez-y  une  unité.  Ce  sera 
soixante-quatre.  Prenez-en  la  racine,  à  savoir  huit.  De  ceci  retranchez 
une  unité.  Vous  aurez  pour  reste  sept,  ce  qui  est  le  (nombre)  inconnu 

!■.  170,  1'',  jusqu'auquel  (la  suite)  s'étend. 
lis- '9-  Quant  à  l'addition  à  la  manière  des  cases  de  l'échiquier,  il  faut  né- 

cessairement que  deux  conditions  aient  lieu.  L'une,  c'est  que  le  com- 
mencement soit  fait  par  l'unité;  et  la  seconde,  que  le  (rapport)  suivant 
lequel  (les  nombres)  se  dépassent  mutuellement  soit  double.  Il  suit  de 

[*]  Il  faut  remarquer  que  l'auteur  sous-entend  ici,  mais  sans  le  dire,  qu'il  ne  prend 
dans  cette  addition  que  les  cubes  des  nombres  impairs  suivant  l'ordre. 

[**]  En  effet,  l'auteur  avait  trouvé  précédemment 


1'  4-  3'-t-5'-j-.  .  .+ j:3=  '  ^ 


'm-^'- 


et,  si  l'on  pose  le  second  membre  de  cette  é(|ualion  égal  à  k,  on  obtient 

X  =  \  v'8T+7  -f-  1  —  I . 
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là  que  les  nombres  (qui  se  trouvent  dans  les  cases  sont  tous)  pairemeiit 

pairs.    I  L'objet  que  l'on  se  propose  est  (de  connaître)  la  quantité  qui  f.  170,  v» 

se  trouvera  d.ins  la  soixante-quatrième  case. 

. . .  Vous  aurez  pour  résultat  deux,  cent  quatre-vingt-quatre,  ce  qui 
est  le  plus  grand  (des  deux  nombres  amiables). 

Ce  nombre  a  en  fait  de  parties  :  une  moitié,  un  quart,  un  soixante 
et  onzième,  la  moitié  de  cela,  et  la  moitié  de  la  moitié  de  cela;  et  la 
somme  de  ces  parties  est   j    deux  cent  vingt,   ce  qui  est  le  nombre  k.  171,  f. 
excédant. 

Cohii-ci  a  en  fait  de  parties  :  une  moitié,  un  quart,  un  cinquième, 
un  dixième,  et  la  moitié  du  dixième;  il  a  eu  outre,  en  fait  de  parties, 
un  onzième,  et  la  moitié  et  le  quart  (du  onzième),  et  pareillement  le 
cinquième  de  la  même  partie,  et  la  moitié  de  cela,  à  savoir  le  dixième 
(du  onzième),  et  la  moitié  du  dixième  du  (onzième).  La  somme  de 
ces  parties  est  deux  cent  quatre-vingt-quatre,  ce  qui  est  le  nombre  dé- 
ficient. 

Ceci  est  la  fin  de  ce  que  nous  nous  sonmies  proposé  dans  cette  com- 
position. Louange  à  Dieu,  Maître  de  l'Univers.  Que  la  bénédiction  de 
Dieu  et  la  plénitude  de  son  salut  soient  sur  notre  Seigneur  Mohammed, 
sur  sa  famille  et  ses  compagnons. 

L'achèvement  [*]  de  la  copie  de  ce  livre  eut  lieu  dans  la  nuit  du 
mercredi,  vingt-trois  nuits  étant  passées  du  mois  de  (chawwâl)  [**], 
par  la  main  de  celui  qui  l'a  écrit,  l'esclave  qui  a  besoin  de  son  Maître 


[*]  Tandis  que  IVcriliire  de  ce  qui  précède  dans  le  manuscrit  est  fort  régulière  et 
lisible,  elle  devient  ici  brusquement  très-negligce  et  difficile  à  déchiffrer.  La  traduction 
des  lignes  suivantes,  qui  terminent  cette  page  du  manuscrit,  est  donc  en  grande  partie 
conjecturale. 

[**]  Le  texte  manuscrit  a  ici  seulement  un  liîm,  lettre  finale  du  nom  du  mois  de 
chawwùl.  Comme  les  Arabes  remplacent  quelquefois  un  mot  par  sa  lettre  finale,  par 
manière  d'abréviation,  et  comme  le  mois  de  chawwàl  est  le  seul  dont  le  nom  se  termine 
par  un  Inm,  je  conjecture  que  c'est  ce  mois  que  le  copiste  a  voulu  indiquer.  Ce  qui  me 
semble  tonliiincr  cette  conjecture,  c'est  qu'on  lit,  à  l'endroit  indiqué  dans  la  dernière 
noie  ci-après,  la  date  de  l'année  1 143  (de  l'hégire),  et  que  le  i^'  jour  du  mois  de 
chawwàl  de  l'année  1 1,{3  de  l'hégire,  qui  correspond  au  ?.  mai  1  -3 1  de  l'ère  chrétienne, 
est  précisément  un  mercredi. 
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le  riche,   l'esclave  de   Celui  qui   soit  loué,  le  khàdjali  [*]  Cbelir,  le 
médecin;  puisse  Dieu  lui  pardonner,  ainsi  qu'à  ses  père  et  mère  ["]. 
Louange  à  Dieu,  Maître  de  l'Univers.  Fin. 


[*]  Khàdjah  est  un   titre  honorifique  donne  par  les  Orientaux  aux  personnes  riches 
et  respectables. 

[**]  Dans  le  prolongement  de  cette  ligne,  un  peu  vers  la  marge  du  manuscrit,  on 
lit  la  date  s   1 143  ». 
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Manuscrit  coté  ^^^  du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèfjue 

impériale  de  Paris. 

Voyez  la  description  de  ce  manuscrit  ci-dessii?,  p.  339,  1-  i3  à  i5.  —  Les  i)assages  traduits 
ci-après  appartiennent  au  second  des  deux  commentaires  du  TtM/u's  d  Ibn  Albanna,  con- 
tenus dans  ce  manuscrit.  Voyez  ci-dessus,  p.  SSg,  1.  12  et  i3.  —  Les  numéros  des  feuillets 
marqués  en  marge  des  p.  369  à  877  de  la  présente  traduction  se  rapportent  à  la  seconde 
des  deux  numérations  du  manuscrit. 


Au  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux.  Que  la  bénédiction  de    F 
Dieu  soit  sur  noire  Seigneur  Mohammed! 

Ceci  est  (l'ouvrage  intitulé)  «  Le  rapprochement  de  celui  qui  est 
éloigné,  sur  Ibn  Albannâ  [*J  ». 

Louons  Dieu  d'ime  louange  qui  puisse  être  une  expression  complète 
et  suffisante  de  la  reconnaissance  due  pour  l'abondance  de  ses  bien- 
faits. Que  la  bénédiction  et  le  salut  de  Dieu  les  plus  parfaits  soient  sur 
noire  Seigneiu-  Moliaunned,  le  dernier  et  le  plus  accompli  des  prophètes 
et  le  prince  des  apôtres. 

Poin-  en  venir  au  fait.  Je  me  suis  rendu  au  désir  des  grands,  des  in- 
génieux, des  nobles,  des  illustres,  des  perspicaces,  des  intelligents, 
relativement  à  la  rédaction  d'iui  abrégé  de  mon  ouvrage  qui  a  pour 
objet  le  Taikhîs  d'ibn  Albannâ.  Et  je  me  suis  appliqué  à  suivre  la  trace 
de  rauteiu-  dans  cet  objet,  en  tâchant  d'atteindre  son  but,  et  en  réali- 
sant sou  intention  et  la  signification  du  jugement  qu'il  a  émis  en 
disant  [**]: 

Je  me  suis  a|)pliqiié  à  être  bref  dans  mon  exposé, 


[*]  Les  mots  «  Ceci  est  »  jusqu'à  «  Ibn  Albannâ  »  sont  d'une  écriture'  différente  de 
celle  du  reste  de  la  page,  et  n'ont  été  ajoutés  évidemment  (|ue  plus  tard.  Le  mot  «sui  .< 
est  probablement  mis  par  erreur,  au  lieu  de  »  de  »,  ainsi  qu'on  le  voit  par  le  tilre  lel 
que  le  donne  l'auteur  du  commentaire  lui-même,  ci-après,  p.  870,  1.  10  et  11. 

[**]  Je  rappelle  que  ces  vers  sont  à  peu  près  les  mêmes  que  ceux  qui  se  trouvent 
cites  au  commencement  du  commentaire  d'Alkalaçàdi,  sans  cependant  être  toul  ;i  (ait 
identiques  à  ceux-ci.  Voir  ci-dessus,  p.  34o. 

Tome  IX  (2'  sérieî.  —  Novembre  iSG.'|.  ^7 
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Parce  que  je  sais  trouver  la  juste  mesure  clans  la  concision. 

Je  ne  crains  pas  qu'on  m'entende  mal  en  prêtant  à  ce  que  je  dis  des 
sens  différents  de  celui  que  j'ai  voulu  exprimer, 

Mais  je  crains  le  blâme  des  grands  hommes. 

Or,  la  manière  d'agir  des  savants  distingués  est  la  mienne. 

Et  le  devoir  de  la  science  [*]  est  d'instruire  les  petits  [**]. 

Mais  quelquefois  j'ai  laissé  échapper  le  frein  à  cause  de  l'avantage  d'un 
développement  additionnel,  et  afin  de  rendre  plus  complète  l'utilité 
(de  mon  ouvrage). 

Je  l'ai  appelé  «  Le  rapprochement  de  celui  qui  est  éloigné  des  pro- 
blèmes d'Ibii  Albauiià.    » 

J'invoque  le  Seigneur  en  le  priant  d'eu  laisser  profiter  et  moi,  et 
vous,  et  tous  ceux  qui  s'en  occuperont,  comme  il  nous  a  permis  de 
profiter  de  (l'ouvrage  qui  sert  de)  base  (à  mon  travail).  Il  est  le  bien- 
faiteur, le  généreux.  Que  sa  bénédiction  et  son  salut  soient  siu-  notre 
Seigneur  Mohammed,  sa  famille  et  ses  compagnons. 

L'auleur  dit  :  Le  but  [***]  de  cet  ouvrage  est  de  donner  un  exposé 
Jait  avec  choix  des  opérations  du  calcul,  de  rendre  prompte  et  Jacile 
l'intelligence  de  ses  règles  et  de  ses  tlicoiies,  et  de  présenter  dans  un 
ordre  sévère  les  bases  et  le  système  de  cet  art. 

Commentaire.  «  Le  but  »  est  l'objet  qu'on  se  propose.  Le  (mot  qui 
signifie)  «  exposé  fait  avec  choix  »  est  un  infinitif  dont  le  sens  est  : 
l'action  d'extraire  la  nioeile  d'une  chose.  «  Les  opérations  du  calcul  », 
ce  sont  ses  diverses  applications,  telles  que  l'addition,  la  multiplication, 
la  division,  l'abaissement  [""],et  les  autres.  «  L'action  de  présenter 
Fin        dans  un  ordre  sévère  les  bases  »,  c'est  1  etc. 

du  r.  1,  r". 

[*J  Une  vaiianle  placée  sur  la  marge  du  manuscrit  porte  t  de  la  chamelle  ». 

[**]  Ces  vers  paraissent  être  reproduits  ici  d'une  manière  plus  correcte  que  dans  le 
commentaire  d'Alkalaçàdî.  Le   mètre   dans  lequel  ces  vers  sont  composés  s'appelle 

[***]  Les  passages  imprimés  en  italique  sont  la  traduction  des  passages  de  l'ouvrage 
commenté. 

['***]  C'est  l'opération  déciite  dans  le  seplièiue  chapitre  de  la  deuxième  partie  de 
l'Arithmétique  d'Alkalaçàdî.  Voir  ^iti  dell'Jccmleinia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei, 
anno  Xlt  (iSSg),  p.  i'/\. 
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L'auteur  dit  ;   |  Et  l'éléi'ation  nit  carré  [']  (se fait)  par  la  midli-    f".  s,  r». 
plient  ion  de  dcit.r  tiers  du  inoiuhre)  jusqu'antpÀcl  {la  suite)  s'étcud. 
augmentes  d'un  tiers  de  F  unité,  par  ta  snniiuc  ["j. 

«  L'élévation  au  carré  »  signifie  la  multiplication  d'un  nombre  par 
lui-même.  Ce|)entlaiit  l'auteur  s'est  éloigné  île  cette  signKicalion  pri- 
mitive dans  la  présente  règle,  soit  pour  abréger,  soit  pour  plus  de  faci- 
lité à  l'égard  de  celui  qui  exécute  l'opération.  En  disant  «  la  somme  », 
l'auteur  se  sert  de  l'article  pour  rappeler  ce  dont  il  a  été  fait  mention 
précédemment;  connue  cela  a  lieu  aussi  dans  cette  parole  du  Koran  : 
0  Et  Pliaraon  n'obéit  point  à  l'envoyé.  «  Exemple  de  cette  (règle).  Si 
l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  carré  de  1  unité  jusqu'au  carré  de 
dix,  alors  l'opération  daus  ce  cas  consiste  à  innllipliei'  ûi^ns.  tiers  du 
dix  plus  un  tiers  de  l'unité,  ce  qui  est  sept,  par  la  somme  (des 
nombres)  depuis  un  jusqu'à  dix.  ce  qui  est  cinquante-cinq.  Vous  au- 
rez pour  résultat  trois  cent  qiialre-vingt-cinq,  ce  qui  est  la  quantité 
cherchée. 

L'auteur  dit  :  Ê'^  l'élévation  an  cube  {se  fait)  par  lélévation  au  carré  F-  s,  r», 
de  la  somme.  «  L'élévation  an  cube  »  signifie  la  multiplication  d'un  "  " 
nombre  par  lui-même  et  du  produit  par  sa  racine;  comme  le  huit  et  le 
vingt-sept  relativement  au  deux  et  an  trois.  L'article  daus  le  mot  «  la 
somme  »  est  de  nouveau  employé  poiu-  rappeler  (ce  qui  précède). 
Donc  si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le  cube  de  l'unité  jusqu'au 
cube  de  dix,  alors  élevez  au  carré  la  somme,  à  savoir  cuiquante-cinti. 
Vous  aurez  pour  résultat  trois  mille  vingt-cinq,  ce  qui  est  la  quantité 
cherchée. 

L'auteur  dit   :    Quant   à   l'addition   des  nombres   impairs  suivant    r.  s,  r», 
l'ordre,  elle  consiste  à  élever  au  carré  la  moitié  du  [nombre)  jusqu'au-      '^' 
(piel  {ta  suite)  s'étend  joint  à  l'unité.  Ceci  est  la  quatrième  esj)ece  de 
l'addition,  et  l'opération  est  claire  d'après  ce  que  l'auteur  a  dit.   Par 
exemple,  si   l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  l'unité   jusqu'à  neuf, 
alors  ajoutez  un  au  neuf;  ce  sera  dix.  Elevez  la  moitié  de  cela,  à  savoir 


[*J  C'està-dirc  la  snmiiialion  des  cariés  des  nombres  naturels  suivant  l'oidie. 
[**]  C'fSt-à  (lire  la  somme  des  nomlnes  naturels  simjiles. 


lis-  3. 
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cinq,  au  carré.  Vous  aurez  pour  résultat  vingt-cinq,    ce  qui  est  la 
quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Et  /'élevatioii  au  carre  [se  fait)  par  la  multiplication 
dun  sixième  du  [nomhre  )  jiisqii  auquel  [la  suite)  s'étend,  par  le  rec- 
tangle compris  sous  les  deux  nombres  qui  ravoisinent  par  après.  La 
formation  du  rectangle  »  signifie  la  multiplication  d'un  nombre  par 
un  auire.  L'auteur  a  dit  «  par  après  »  par  précaution,  pour  empêcher 
(pi'on  ne  s'imagine  (que  les  deux  nombres  sent  ceux)  qui  précèdent 
le  (nombre)  jnsqu'auquel  (la  suite)  s'étend.  Exemple  de  cette  (règle). 
Si  Ion  vous  dit  :  additionnez  les  impairs  depuis  le  carré  |  de  l'unité 
jusqu'au  carré  de  neuf,  alors  multipliez  un  sixième  du  neuf,  ce  qui 
est  un  et  demi,  par  le  rectangle  compris  sous  les  deux  nombres  qui 
suivent  le  neuf,  à  savoir  par  cent  dix.  Vous  aurez  pour  résultat  cent 
soixante-cinq,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée. 

F.  8,  v",  L'auteur  dit  :  Et  l'élévation  au  cube  [se  fait)  par  la  midtiplication 
de  la  somme  par  son  double  moins  un.  L'explication  de  cela  (est  con- 
tenue) dans  notie  exemple.  Si  l'on  vous  dit  :  additionnez  depuis  le 
cube  de  l'unité  jusqu'au  cube  de  neuf,  alors  vous  savez  que  la  somme 
(des  impairs  simples)  est  vingt-cinq,  et  sou  double  moins  un,  qua- 
rante-neuf. Multipliez  cela  par  le  vingt-cinq,  vous  aurez  pour  résultat 

1'.  s,  >°,    mille  deux  cent  vingt-cinq,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Quant  à  l'addition  des  nombres  pairs  suivant  F  ordre, 
elle  consiste  à  ajouter  au  [nombre)  jusqu  auquel  [la  suite)  s'étend, 
constamment  deux,  et  à  multiplier  la  moitié  de  la  somme  par  la  moitié 
du  [nombre)  jusqiiauquel  la  suite  s'étend.  Ceci  est  la  cinquièine  espèce 
de  l'addition,  et  la  manière  de  faire  l'opération  est  évidente,  d'après 
ce  que  l'auteur  a  dit.  Exemple  de  cette  (règle).  Si  l'on  vous  dit  :  addi- 
tionnez depuis  deux  jusqu'à  douze,  alors  ajoutez  au  douze  deux;  ce 
sera  quatorze.  Multipliez  la  moitié  de  cela  par  la  moitié  du  douze. 
Vous  aurez  pour  résultat  quarante-deux,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée. 
L'auteur  dit  :  Et  l'élévation  au  carré  [se  J ait)  par  la  multiplication 
de  deux  tiers  du  [nombre)  jusqu  auquel  [la  suite)  s'étend,  plus  deux 
tiers  de  l'unité,  par  la  somme  [des  nombres  pairs  simples).  Ceci  est 
une  manière  d'exécuter  l'élévation  au  carré.  Donc,  si  l'on  vous  dit  : 
additionnez  depuis  le  carré  de  deux  jusqu'au  carré  de  douze,  alors 
multipliez  deux  tiers  du  douze  plus  deux  tiers  de  l'unité,  ce  qui  est 


lig,  s. 
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huit  et  deux  tiers,  par  la  somme,  laquelle  est  quarante-deux.  Vous  au- 
rez pour  résultat  trois  cent  soixante-quatre,  ce  qui  est  la  quantité 
cherchée.  T^ii  manière  de  faire  la  seconde  multiplication  [*]  sera  donnée, 
si  Dieu  le  Très-Haut  le  permet,  dans  le  (chapitre  des)  fractions.  Cepen- 
dant j'ai  pour  cela  une  méthode  al)régée  qui  consiste  à  multiplier  le 
huit  par  le  quarante-deux.  Vous  aurez  pour  résultat  trois  cent  trente- 
six.  Réservez  cela.  Ensuite  multipliez  |  le  deux  qui  se  trouve  an-dessus  i'.  y,  r". 
du  trois  ["]  parle  quarante-deux.  Vous  aurez  pour  résultat  quatre- 
vingt-quatre.  Divisez  cela  par  le  dénominateur,  à  savoir  par  le  trois. 
Vous  aurez  pour  résultat  vingt-huit.  Ajoutez  cela  au  (nombre)  réservé. 
Vous  aurez  en  somme  de  tout  cela  trois  cent  soixante-quatre,  ce  qui 
est  la  quantité  cherchée. 

L'auteur  dit  :  Ou  muhipliez  un  sixième  du  [nombre)  jusqu  auquel  {la 
suite)  s'étend,  par  le  rectangle  compris  sous  les  deux  nombres  qui 
Vavoisinent  par  après .  Ceci  est  une  seconde  manière  de  l'élévation  au 
carré  des  nombres  pairs.  Un  sixième  du  (nombre)  jusqu'auquel  (la 
suite)  s'étend  est  dans  notre  exemple  deux  (et  doit  être)  multiplié  par 
cent  quatre-vingt-deux,  ce  qui  est  le  résultat  de  la  multiplication  du 
treize  par  le  quatorze.  La  quantité  cherchée  résultera  conforme  à  ce 
qui  précède. 

L'auteur  dit  :  Et  Vélévation  au  cube  [se fait)  par  la  multiplication    r.  y,  r°, 
de  la  somme  par  son  double.  Ceci  est  plus  clair  que  (la  règle)  qui  pré-     ''^'  ^' 
cède.  Donc,  si  vous  multipliez  le  quarante-deux  par  son  double,  à  sa- 
voir |)ar  quatre-vingt-quatre,  vous  aurez  pour  résultat  trois  mille  cinq 
cent  vingt-huit,  ce  qui  est  la  quantité  cherchée.  v.  9,  r", 


lig. 


TROISIt;ME  CHAPITRE. 

PE    I.A    SOUSTRACTION. 

La  soustraction  ['"]  est  la  recherche  de  ce  qui  reste  api  es  quon  a 
retranché  l'un  de  deux  nombres  de  Vautre.  Ceci  est  la  soustraction  par 

[*]  A  savoir  la  multiplication  de  la  somme  ((juarante-deiix)  par  les  deux  tiers. 
[**]  Dans  la  fraction  «  deux  tiers,  u 

[***]  On  trouve  ici  sur  la  marge  du  manuscrit  une  glose  dont  voici  la  traduction  : 
Glose.  Le  plus  convenable  est  de  dire  que  la  soustraction  est  l'action  de  retrancher 
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écrit.  Et  la  définition  plus  exacte  consiste  à  dire  :  la  souslraclion  est  la 
reclieiche  de  la  différence  entre  deux  nombres  dont  l'un  est  plus  petit 
et  l'autre  plus  grand. 

L'auteur  dit  :  Elle  [se  fait)  de  deux  iimnières  :  Ceci  est  de  nouveau 
une  division  et  un  classement  de  (ce  qui  est  compris  dans)  la  sous- 
traction. 

L'auteur  dit  :  Dans  la  première  manière  il  faut  poser  [etc.]  Cette 
espèce  est  le  genre  de  soustraction  le  plus  facile;  c'est  le  cas  où,  dans 
chaque  rang  du  nombre  que  l'on  retranche,  il  se  trouve  un  (chiffre) 
pUis  petit  que  le  (chiffre  correspondant)  dans  chaque  rang  du  (nombre) 
dont  on  retranche;  et  l'opération  est  évidente  d'après  ce  que  l'auteur  a 
dit.  En  voici  un  exemple.  Si  l'on  vous  dit  :  retranchez  cinq  cent  trente- 
deux  de  neuf  cent  soixante-quatorze,  alors  posez  cela  sur  deux  lignes 
de  la  même  manière  comme  dans  l'addition.  C'est-à-dire  que  les 
unités  du  (nombre)  retranché  soient  sous  les  unités  du  (nombre)  dont 
Fin  on  retranche,  et  pareillement  les  dizaines,  les  centaines,  et  ce  |  qui 
A»  '■  9'  '"■  vient  après  celles-ci,  etc. 

r  ;)s,  V".  Ij'opération ,  d'après  |  ce  que  l'auteur  a  dit,  est  évidente.  Pai- 
exemple,  si  l'on  vous  dit  :  divisez  vingt-quatre  carrés  moins  huit  choses 
par  quatre  choses,  alors  posez  cela  ainsi  [*]  : 

Q  C 

■Àf\   moins   8 

C 

4 


un  Koiuhro  plus  pLlit  d'un  nombre  pins  gianil,  et  son  utilité  consiile  a  faire  eonnaîtie 
le  reste.  Alyhazzî  et  d'autres  ont  soulevé  des  objections  contre  l'auteur  au  sujet  de  sa 
déiinition. 

[*]  Voir,  pour  la  manière  dont  la  notation  de  l'auteur  arabe  est  reproduite,  la  note 
au  bus  de  la  pai^e  420  du  tome  XII  (année  i<S5g)  des  Jtli  clelV Accodemia  Pontijicia 
f/c'  Nii'wi  Lincfi.  J'ajoute  (jue  dans  le  manuscrit  sur  lequel  a  été  faite  la  présente  tia- 
duclion,  le  signe  de  la  «  ciiose  »  a  été  réduit  aux  trois  iioints  de  la  lettre  clii'ii,  et  (jue 
les  nombres  simples  y  sont  aussi  pourvus  d'un  signe  superposé.  Ce  signe  est  le  ilnl, 
lettre  initiale  du  mot  dirlicm  dont  les  mathématiciens  arabes  se  servent  souvent  dans 
le  seiis  d'unité.  Je  rends  ici  ce  dd!  par  un  N  (iniliale  du  mot  nombre). 
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Ensuite  divisez  la  quniitité  à  laquelle  le  «  moins  »  s'applique  par  le 
diviseur.  Il  lésullcr.i  six  choses.  Réservez  cela.  Après  cela  divisez  la 
quantité  qui  est  régie  par  «  le  moins  ».  Il  eu  résultera  deu\  en 
nombre.  Reliez  cela  par  la  particule  «  moins  »  aux  choses.  I^c  résultat 
de  la  division  sera  :  six  choses  moins  deux  eu  nombre,  ainsi  : 

C  N 

6   moins    2 

Et  si  l'on  vous  dit  :  divisez  quarante-huit  cubes  moins  dix-huit  carrés, 
par  trois  choses,  alors  posez  cela  ainsi  ["j  : 

R  Q 

48  moins  18 

Ensuite  divisez  la  quantité  à  laquelle  le  «  moins  »  s'applique.  Vous 
aurez  pour  résultat  seize  carrés.  Réservez  cela.  Après  cela  divisez  la 
quantité  qui  est  régie  par  le  «  moins  ».  Il  en  résultera  six  choses. 
Reliez  cela  par  la  particule  «  moins  »  aux  carrés.  Le  résultat  sera  seize 
carrés  moins  six  choses,  ainsi  : 

Q  C 

16  moins  6 

Conformez- vous  (pour  d'autres  cas  semblables)  au  sens  de  cette 
(règle). 

L'auteur  dit  :  Une  espèce  inférieure  ne  peut  pas  se  diviser  par  une 
espèce  supérieure,  c'est-à-dire  à  cause  de  l'impossibilité  d'assigner  (un 
résultat).  Connue,  par  exemple,  si  l'on  vous  dit  :  quatre  eu  nombre 
(divisé)  par  deux  choses,  ou  neuf  cubes  ['*]  (divisés)  par  trois  carrés. 

L'auteur  dit  :  Et  Von  ne  divise  pas  non  plus  une  expression  qui 
renferme  un  «  moins  ».  C'est-à-dire  :  et  pareillement  on  ne  divise  pas 


[*]  Je  pense  (iiic  c'est  par  un  oubli  du  copiste  que  le  manuscrit  omet  de  poser  aussi 
les  «  trois  choses  »,  en  notation,  au-dessous  des  "  quarante-huit  cubes  moins  dix-huit 
carrés  »  figures  en  notations. 

[**]   Le  mol  "  cubes  »  parait  ètro  une  erreur  du  coj)iste,  au  lieu  de  »  choses  ». 
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par  une  expression  qui  renferme  un  «  moins  »  à  cause  de  l'impossibi- 
lité qui  a  lieu  en  ce  (cas). 

Ceci  est  la  fin  de  ce  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet  objet. 
Et  nous  prions  notre  Seigneur  qu'il  rende  cela  profitable,  comme  il  a 
rendu  profitable  (l'ouvrage  qui  a  servi  de)  base  au  (présent  travail).  H 
est  bienfaisant  et  généreux.  Que  la  bénédiction  de  Dieu  soit  sur  notre 
Seigneur  Mohammed,  sa  famille  et  ses  compagnons;  que  le  salut  de 
Dieu  soit  répandu  sur  eux  avec  profusion.  Louange  à  Dieu,  Maître  de 
l'Univers. 

Ceci  fut  écrit  par  le  pauvre  qui  a  besoin  de  son  Seigneur  le  riche, 
Abdallah  Soûlât  Almozâtî,  pour  son  propre  usage,  et  pour  l'usage  de 
qui  il  plaira  à  Dieu,  après  lui.  Cette  copie  fut  faite  sur  un  exemplaire 
difficile  à  lire. 
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Manuscrit  coté  9o2  du  Supplément  arabe  de  la  Bibliothèque 

impériale  de  Paris. 

Volume  in-4  de  ii5  feuillets  en  papier  dont  les  quatre  premiers  et  les  trois  derniers  sont  des 
feuillets  de  garde  non  numérotés,  tandis  que  les  108  autres  feuillets  sont  numérotés  avec 
les  nombres  i  à  108,  écrits  à  l'encre  au  moyen  des  cliitlres  indiens  des  Arabes  orientaux, 
et,  en  outre  (sauf  le  premier  feuillet),  avec  les  mêmes  nombres  écrits  à  l'encre  au  moyen 
des  chiffres  européens  modernes. 

Je  pense  que  l'on  peut  attribuer  à  ces  feuillets  numérotés,  à  en  juger  d'après  la  teinte 
du  papier  et  do  l'encre,  un  âge  de  cinq  à  six  cents  ans,  en  exceptant  les  feuillets  numé- 
rotés 9,  8S  et  98  à  108.  qui  ont  évidemment  été  ajoutés  plus  tari  pour  remplacer  d'anciens 
feuillets  perdus.  La  copie  parait  avoir  été  faite  en  É:.'ypte  d'où  le  manuscrit  a  été  apporté 
en  France  par  M.  Delaporte,  lors  de  l'expédition  d'Egypte. 

Les  108  feuillets  numérotés  contiennent  le  texte  d'un  Traité  d'Algèbre,  composé  par  Aboù 
Beqr  Mohammed  Ben  Alhaçan  Alqarkhî,  et  dédié  au  vizir  Fakhr  Almoulq  qui  mourut  le 
3  septembre  1016  de  notre  ère. 

Une  analyse  très-étendue  de  ce  Traité  d'algèbre  a  été  donnée  dans  l'ouvrage  intitulé  : 
Extrait  du  Fii/.ltri,  par  F.  Wœpcke.  Paris,  i8J3. 

Les  numéros  des  feuillets  marqués  en  marge  des  p.  877  et  suiv.  de  la  présente  traduction 
se  rapportent  à  la  numération  écrite  à  l'encre. 


Au  nom  de  Dieu  clément  et  miséricordieux! 

Aboii  Beqr  Moliammed  Beu  Alliaran  Alqaïkliî,  le  calculateur,  que 
Dieu  le  Très-Haut  soit  miséricordieux  envers  lui,  dit  : 

J'ai  trouvé  que  le  calcid  a  pour  objet  la  détermination  des  incon- 
nues au  moyen  des  connues  dans  toutes  ses  espèces,  et  j'ai  observé  que 
la  plus  claire  des  règles  et  le  plus  évident  des  moyens  pour  cet  etïet 
est  l'art  de  l'.Algébre,  à  cause  de  sa  puissance  et  de  l'universalité  avec 
laquelle  il  s'élend  suf  tous  les  probleuies  du  calcul,  suivant  leur 
diversité. 

J'ai  vu  que  les  ouvrages  composés  stu'  cet  art  ne  contenaient  pas 
(complètement)  ce  dont  ou  a  besoin  en  tait  de  la  connaissance  de  ses 
éléments;  qu'ils  étaient  insuffisants  par  rapport  aux  théories  sur  les- 
quelles on  s'appuie  dans  l'étude  de  ses  branches  spéciales;  et  que  leurs 
auteurs  avaient  négligé  d'expliquer  les  théorèmes  de  cet  art  qui  sont 
le  chemin  du  plus  haut  degré  (de  savoir  algébrique)  et  le  moyeu  de 
parvenir  à  la  perfection. 

Tome  IX  (a*  eérie).  —  Nuveuuue  iSCj.  4" 
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Ensuite  j'ai  fait  dans  cet  art  de  belles  découvertes,  dont  je  n'ai  vu 
chez  aucun  d'eux  une  mention,  et  j'ai  éclairci  des  difficultés  dont  je 
n'ai  trouvé  dans  leurs  ouvrages  ni  l'exposé,  ni  l'explication. 

Or,  après  avoir  acquis  cet  avantage  et  après  avoir  éprouvé  le  besoin 
de  suppléer  à  ce  défaut,  je  ne  pus  pas  m'empécber  de  composer  un 
ouvrage  contenant  et  renfermant  ces  (perfectionnements),  et  dans  le- 
quel je  donnasse  une  explication  faite  avec  choix  des  éléments  de 
(l'Algèbre),  exempté  de  l'impureté  de  la  redondance  cl  de  la  souillure 
de  la  verbosité. 

Mais  je  fus  éloigné  de  l'exécution  de  ce  (projet)  par  les  obstacles 
qu'y  opposaient  la  corruption  du  temps,  les  calamités  de  périodes 
remplies  de  désastres  et  l'état  général  de  crainte,  de  violence  et  d'op- 
pression où  se  trouvaient  les  hommes  jusqu'à  ce  que  Dieu,  qu'il  soit 
béni  et  exalté,  les  secourût  par  notre  maître,  le  vizir,  le  seigneur 
illustre,  le  parfait  dans  le  gouvernement,  le  vizir  des  vizirs,  revêtu  des 
deux  autorités,  Aboù  Ghàlib  [*],  l'affranchi  du  comuiandeur  des 
croyants,  dont  Dieu  prolonge  l'existence!  Dieu  rendit  les  hommes 
heureux  par  l'excellence  de  son  administration,  et  leur  accorda,  pen- 
dant la  durée  bienheureuse  de  ses  jours,  au  plus  haut  degré  tout  ce 
qu'ils  désiraient  en  fait  de  justice,  de  sécurité,  d'abondance  et  de  bien. 
Il  arracha  le  monde,  par  son  gouvernement,  au  vice  et  aux  hommes 
vicieux,  et  le  rendit  resplendissant  par  la  sérénité  de  son  regard  et  par 
la  niniuère  dont  il  fit  revivre  les  traces  effacées  de  la  science.  Dieu  fit 
tie  lui  un  modèle  de  toutes  les  vertus,  de  sorte  qu'on  est  guidé  par  sa 
direction  et  qu'on  demande  à  être  éclairé  |  par  sa  lumière. 

. . .  Nous  faisons  cela  en  vertu  de  ce  que  j'ai  expliqué.  Car,  si  vous 
multipliez  un  nombre  quelconque  par  le  nombre  suivant,  et  si  vous 
nudtipliez  ensuite  l'un  de  deux  autres  nombres  se  trouvant  de  part  et 
d'autre  des  deux  (premiers)  par  celui  qui   lui  correspond,  le  premier 


[*J  On  lit  dans  les  Vies  des  honimes  illitstrcs  d'Jbn  Khallican  :  Aboù  Ghàlib  iMoham- 
lued  Ben  Khulaf,  surnoninié  Fakhr  Alniimlq,  vizir  de  Behà  Aldaoïdah,  fils  d'Adhad 
Aldaoulah  Jbn  Bomvaih. .  .  C'est  pour  lui  que  Aboù  Beqr  Jlohammed  Ben  Alharan,  !e 
calculateur,  Alqarkliî,  composa  le  livre  (intitule)  Alfakhrî  sur  l'Algèbre,  et  le  livre  (inti- 
tule) •  Le  (traiic)  suftisant  sur  le  calcul  o.  (Comparez  la  traduction  ani;laise  de  ;\I.  de  Slane, 
t.  III,  p.  283;  et  Abulfedïe  Jnnalts  muslcmici,  éd.  Reiske  et  Adler,  t.  lit,  p.  G  et  7.) 
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résultat  dépasse  le  second  de  la  quantité  du  produit  de  la  différence 

entre  l'un  des  deux  extrêmes  et   l'un  des  i]eux  moyens  |  par  la  diffé-   t\  21,  » 

rence  entre  le  même  extrême  et  l'autre  moyen  [*].  Comprenez  cp|a. 

Si  l'on  vous  dit  :  prenez  depuis  l'unité  jusqu'à  dix,  à  la  condition 
de  multiplier  chaque  nombre  par  le  suivant,  un  par  deux,  deux  par 
trois,  trois  par  quatre,  et  ainsi  de  suite;  alors  prenez  (la  somme  des 
nombres  naturels)  depuis  un  jusqu'à  dix,  ce  qui  est  cinquante-cinq. 
Prenez  deux  tiers  du  dix  moins  deux  tiers  d'un  dirhem  et  multipliez 
cela  par  cinq»iante-cinq.  Ce  sera  trois  cent  trente  ["j. 

Si  l'on  dit  :  combien  (obtenez-vous  en  allantl  depuis  l'unité  jusqu'à    F.  r-,  » 
dix,  à  la  condition  délever  chacun  des  nombres  au  cube  et  d'addi-      '"''■  ^' 
tionner  les  résultats;   alors  prenez  (la  somme  des  nombres  naturels) 
depuis  un  jusqu'à  dix,  ce  qui  est  cinquante-cinq.  Multipliez  cela  par 
lui-même.  Ce  sera  trois  mille  vingt-cinq,  et  telle  est  la  réponse  ['*']. 

Démonstration  numérique  de  ce  [théorème').  Il  a  été  dit  déjà  précé- 
demment que,  si  vous  divisez  un  nombre  quelconque  en  deux  parties, 
si  l'on  multiplie  (ensuite)  chacune  des  deux  parties  par  elle-même,  et 
si  l'on  multiplie  l'une  des  deux  parties  par  l'autre  (prise)  deux  fois,  cela 
(fait  ensemble)  le  carré  de  ce  nombre  [**"]. 

Donc,  si  vous  divisez  cinquante-cinq  en  deux  parties,  dix  et  qua- 
rante-cinq, le  produit  du  dix  par  lui-même,  et  le  produit  du  dix  par 
le  quarante-cinq  (pris)  deux  fois,  ce  dont  la  somme  est  mille,  ensemble 
avec  quarante-cinq  .multiplié)  par  lui-même,  est  égal  au  produit  de 
cinquante-cinq  par  cinquante-cinq  Si  donc  nous  rejetons  le  mille,  qui 
est  le  cube  du  dix,  ce  qui  provient  de  la  multiplication  de  dix  par  dix 
et  de  dix  par  quarante-cinq  (pris)  deux  fois,  de  trois  mille  vingt-cinq, 

[*]  C'est-à-dire 

[(a -M)  +  /î]   (a  —  77)  =  (a -H  i)  n  — /!  («  -f- i). 

["]  1. 2-1- 2.3  +  3.4  + hg.io 

(i  +  2+3+...  +  io)(^-io— ^)=55(|-io  — 9)  =33o. 


^3  3/  \3  3, 

[•*•]    ,3_|_2'+3'  +  ...+  io=  =  (i +2 +3+..   +io)'  =  55'- 3o25. 

[**♦*]  a=  +  i^  +  2aA  =  (a  +  6)'. 

48.. 
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il  reste  quarante-cinq  (multiplié)  par  lui-même  égal  à  deux  mille  vingt- 
cinq  [*]. 

Si  maintenant  vous  divisez  le  (quarante-cinq)  en  deux  parties,  neuf 
et  trente-six,  alors  neuf  fois  neuf  et  ninif[**]  fois  trente-six  (pris)  deux 
fois  est  sept  cent  vingt-neuf,  ce  qui  est  le  cube  du  neuf.  Donc,  si  vous 
rejetez  cela  de  deux  mille  vingt-cinq,  il  reste  mille  deux  cent  quatre- 
vingt-seize,  ce  qui  est  égal  au  produit  de  trente-six  par  |  trente- 
six  [***]. 

Si  vous  divisez  ensuite  ce  (dernier  nombre)  eu  deux  parties,  huit  et 
vingt-huit,  le  produit  du  huit  par  lui-même  et  par  vingt-huit  (pris) 
tieux  fois  est  cinq  cent  douze,  ce  qui  est  le  cube  du  huit.  Et  si  vous 
rejetez  cela  du  mille  deux  cent  quatre-vingt-seize  [****],  il  reste  sept 
cent  quatre-vingt-quatre,  ce  qui  est  (le  résultat)  de  la  multiplication  de 
vingt-huit  par  lui-même  [^*****J. 

(En  continuant)  d'une  manière  semblable  à  ce  procédé  on  retranche 
du  (nombre  trois  mille  vingt-cinq  successivement)  le  cube  de  chaque 
nombre  jusqu'à  l'unité,  et  là  on  s'arrête. 

Cela  montre  que,  si  vous  prenez  (la  somme  des  nombres  naturels) 
depuis  l'unité  jusqu'au  nombre  que  vous  voudrez,  et  si  vous  la  muiti- 
piu^z  ensuite  par  elle-même,  (le  produit)  est  égal  aux  cubes  des  nombres 
qui  sont  précisément  les  nombres  additionnés. 

Démonstration  de  ce  [théorème)  au  moyen  de  lajigure.  La  sur- 
face ABCD  est  (le  résultat)  de  la  multiplication  de  vingt-un  par  vingt- 
un,  et  vingt-im  est  (le  résultat)  de  (la  sommation  des  nombres  na- 
turels depuis)  l'unité  jusqu'à  six.  Nous  disons  donc  que  toute  la 
surface  ABCD  est  égale  à  l'ensemble  des  cubes  des  nombres  dont  l'ad- 
dition produit  vingt-un,  à  savoir  (des  nombres)  depuis  un  jusqu'à  six. 

[*]     55==  (lo  -^45)'=io'-|-2.io.45  +  45'=  1000  4-45-=  io'-i-45'. 

[**]  Le  texlo  iiinmiscrit  porte  "  quatre  vin^'t-div  »  au  Hpu  de  neuf,  évidemment 
par  suite  d'une  erreur  de  copiste. 

[♦*♦]     45==  (9 +  36)'=  9= -+-2.9.36  + 36=  =729  4- 36-  =  9' +  36'. 

[****]  Le  manuscrit  porte  «  quatre-vingt-six  »  ce  qui  est  évidemment  une  faute  de 
copie. 

[***"]     36=  =  (8  + 28)==  8^  + 2.8.28+282=  5o2  -f- 28' =  8' +  28=. 
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Démonstialion.  Nous  posons  la  ligne  DK  (égale  à)  [six,  et  la  ligne  KT. 
égale  à]  [*]  cinq,  LM  (égale  à)  quatre,  MX  (égale  à)  trois,  XO  (égale 
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à)  deux,  et  OC  (égale  à)  un.  De  la  même  manière  nous  divisons  la 
ligne  BC,  de  sorte  que  BF  égal  à  DK,  FS  égal  à  KL,  SN  égal  à  LM;  et 
d'une  manière  analogue  nous  déterminons  les  autres  parties. 

Cela  posé,  nous  disons  que  les  surfaces  DE,  EA  et  EB  sont  (égales 
au)  cube  de  six,  parce  que  la  surface  EA  est  six  fois  six,  tandis  que 
la  ligne  KE  est  quinze,  et  la  ligue  EF  pareillement,  de  sorte  qu'il 
résulte  des  deux  surfaces  EB  et  ED  cent  quatre-vingts.  Donc,  si  vous 
y  ajoutez  la  surface  EA,  qui  est  trente-six,  ce  sera  deux  cent  seize,  ce 
qui  est  le  cube  de  six. 

Il    en  est  ainsi  seulement,  parce  qiic,  si  d'nn  nombre  quelconque 
vous  retranchez  l'unité,  que  vous  nuillipliez  le  résultat  par  le  carré 
du   I   premier  nombre,  et  que  vous  ajoutez  à   cela  le  carré  (de  ce   V-  '■'•,  v 
nombre),  il  résulte  le  cube  (du  même  nombre)  ["].  Cela  est  évident. 


[*]  Les  mots  renfermés  entre  crochets  manquent  dans  le  manuscrit,  évidemment  par 
suite  d'une  omission  du  copiste. 


["] 


[a  —  \)  a-  -'r  a"-  ^  a'. 
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Et  si  vous  prenez  le  nombre  que  vous  voudrez  (de  nombres)  à  partir 
de  l'unité,  suivant  l'ordre  naturel,  et  que  vous  divisez  ensuite  la  somiiip 
par  le  nombre  qui  suit  le  (dernier  des  nombres  additionnés),  il  résulte 
la  moitié  du  ïiombre  jusqu'auquel  vous  avez  pris  (la  somme)  [*].  Par 
exemple,  vous  prenez  (la  somme)  depuis  un  jusqu'à  huit,  c'est  trente-six; 
vous  divisez  cela  par  neuf;  il  résulte  quatre,  ce  qui  est  la  moitié  du  huit. 
Donc,  si  vous  prenez  (la  somme)  jusqu'au  nombre  que  vous  vou- 
drez, suivant  l'ordre  naturel,  que  vous  multipliez  ce  qui  en  provient 
par  le  (nombre)  qui  suit["]  (pris)  deux  fois,  et  que  vous  joignez  à 
te  qui  résulte  de  cette  opération  le  carré  du  nombre  suivant  que  je 
viens  de  mentionner,  alors  le  résultat  est  le  cube  du  nombre  suivant  [***]. 
Et  conformément  à  cette  explication,  les  surfaces  RZ,  ZE  et  ZF  sont 
le  cube  de  la  ligne  RL;  les  surfaces  LH,  HZ  et  HS  le  cube  de  la  ligne  LM  ; 
les  surfaces  MT,  TH  et  TN  égales  au  cube  de  MX,  et  les  surfaces  XI, 
IT  et  IW  égales  au  cube  de  XO;  (enfin)  la  surface  IC  est  le  cube  de  OC. 
Il  est   maintenant  évident  que  la   surface  CA  est  égale  au  cube  des 

V.  2i,  n",   nombres  depuis  un  jusqu'à  six;  et  voici  la  forme  de  la  figure  [****]. 
'^■'  Si  l'on  dit  :  combien  (obtenez-vous  en  allant)  depuis  un  jusqu'à  dix, 

à  la  condition  de  multiplier  chaque  (nombre)  impair  par  l'impair  sui- 
vant, et  chaque  (nombre)  pair  par  le  pair  suivant;  alors  la  règle  poiu- 
cela  (est)  que  vous  prenez  (la  somme  des  nombres  naturels)  depuis 
un  jusqu'à  dix,  ce  qui  est  cinquante-cinq.  Multipliez  cela  par  deux 
tiers  du  dix  moins  un  et  deux  tiers  (quantité  qui  doit  être  retranchée;  es- 

K.  2/,.  1".  sentiellement  et  |  invariablement.  Ce  sera  deux  cent  soixante-quinze. 
Ajoutez-y  constamment  une  unité,  ce  qui  fait  deux  cent  soixante-seize; 
et  telle  est  la  réponse  [*****]. 


i-l-'2-t-3+...-^«        n  ~  "  , 

r*l = -,      ou      I  4-2 -f- 3 +...-!-«  =  - («4-1  . 

[**]  Le  texte  manuscrit  porte  »  par  la  moitié  de  celui  qui  suit  <=  ,  ce  qui  esleiione. 
C'est  probablement  une  faute  de  copie. 

[***•]  Dans  le  manuscrit  la  figure  est  placée  h  la  fin  de  la  démonstration. 

[**"*]         (1. 3  +  3. 5 +...4-7.9)4- (a. 4 -t- 4-6-1-.. .4- 8. 10) 

=:(i4-24-34-...4-io)(^'o  —  '  3)  +  '  =  ^'^- 
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La  démonstration  de  ce  (théorème)  est  évidente,  parce  que,  elc. 

...  Après  cela  il  faut  que  vous  divisiez  le  seize  par  le  deux,  afin  qu'il 
résulte  le  cube  cherché.  (Jr,  vous  avez  déjà  divisé  le  trente-deux  par 
deux,  puis  (encore)  par  deux,  afin  qu'il  résulte  le  cube;  et  de  cette 
manière  vous  l'avez  divisé,  connne  si  vons  l'aviez  divisé  par  le  carré  de 
deux. 

Fin  de  l'ouvrage  (intitulé)  Le  Fakhrî  [*],  qui  comprend  les  élé- 
ments de  l'Algèbre  et  les  éléments  des  problèmes. 

Ivouanges  sans  bornes  et  sans  fin  à  Celui  qui  donne  l'intelligence.  Que 
sa  bénédiction  soit  sur  notre  Seigneur  Mohammed,  le  prophète,  et  sur 
sa  famille  et  ses  compagnons,  les  purs,  les  saints. 

Ceci  fut  écrit  et  achevé  par  Sàliq. 

I  Dans  un  autre  exemplaire  (l'auteur)  a  dit  :  J'ai  exclu  de  mou  i-.  luS,  \°. 
présent  ouvrage  ce  qui  ne  s'y  rapporte  pas.  J'avais  désiré  y  ajouter 
quelque  chose  en  fait  de  particularités  des  figures,  du  cercle  et  des  tes- 
taments. Mais  je  ne  l'ai  pas  fait  pour  deux  raisons,  dont  l'une  est  (mon) 
aversion  pour  la  prolixité;  la  seconde  (est)  que  j'ai  (déjà)  composé 
sur  chacun  de  ces  (objets)  un  ouvrage  étendu,  embrassant  ses  élé- 
ments, leurs  théories  exactes  et  la  solution  des  problèmes  les  plus  sub- 
tils avec  leur  méthode.  Je  prie  Dieu,  le  Très-Haut,  qu'il  m'assiste  dans 
l'accomplissemetit  des  devoirs  de  l'obéissance  envers  lui,  et  qu'il  faci- 
lite à  toutes  ses  créatures  ce  qui  les  délivre  de  l'erreur.  Je  le  supplie 
de  répandre  sa  bénédiction  sur  le  prophète  Mohammed,  son  élu  parmi 
ses  créatures,  et  sur  sa  famille,  les  purs. 

Fin  de  l'ouvrage,  à  savoir,  du  (livre)  connu  sous  (le  nom)  du  Fakhri. 

Ceci  fut  écrit  par  Sàliq,  le  pauvre.  Fin. 


[*]  Il  y  a  lieu  de  croire  que  l'auteur  avait  donné  ce  titre  à  son  ouvrage  en  lion- 
npiir  du  vizir  Aboù  Ghàlib,  surnommé  Fahhr  Almouq  (<•  La  gloire  du  gouvernement  ») 
auquel  il  avait  dédié  ce  Traité. 
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ÉNONCÉS  DE  QUELQUES  THÉORÈMES 

SUE 

LA  POSSIBILITÉ  DE  L'ÉQUATION  x^  —  N j- =  —  i   EN  NOMBRES  ENTIERS. 


Letlre  adressée  à  M.  Liouville  par  M.  Casimir  Richaiid. 

Paris,  le  20  novembre  iS64- 

Monsieur  et  très-honoré  maître, 

Je  me  suis  occupé  dans  ces  derniers  temps  de  quelques  questions  de 
théorie  des  nombres  relatives  à  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  Jc"  —  N  7-  =  P. 

J'ai  l'honneur  de  vous  adresser  aujourd'hui  une  partie  des  résultats 
auxquels  je  suis  parvenu  sur  l'équation  particulière  jc-—  N_^-^  ^  —  i. 
Dans  le  cas  où  vous  accueilleriez  favorablement  les  théorèmes  énoncés 
ci-après,  je  suis  en  mesure  de  vous  transmettre  les  démonstrations. 
Les  théorèmes  H  et  12  peuvent  être  étendus  à  une  combinaison  quel- 
conque des  facteurs  premiers  co,  A,  B,...,  rt,  b,...,  et  les  conditions 
restrictives  des  mêmes  théorèmes  peuvent  être  modifiées,  sans  que 
l'équation  correspondante  cesse   d'être  possible  en  nombres  entiers. 

Agréez,  je  vous  prie,  Monsieur  et  trés-vénéré  maître,  l'assurance  des 
sentiments  respectueux  de  votre  serviteur  dévoué, 

C.     RlCHAtD. 

I.  Si  A,  B,  C,...,  L  désignent  des  nombres  premiers  de  la  forme 
Sri  -h  5,  les  équations 

jc-  —  ik'^y-  =  —  I, 

x""  —  2A="+'B-°-^'j-  =  -  I, 

X-  —  2  A-=^B-^  . .  W'f-  =  -  I 

sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers. 
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2.  Si  A,  B,  C,...,  L  désignent  des  nombres  premiers  de  la  forme 
8n  -4-  5,  et  si  lî,  C,...,  L  ne  sont  pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires 
de  /■  —  2A.H-,  les  équations 

y"-  _  aA""-^'  B='°G=-''. .  .L-'j-  =  -  I 
sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers. 

3.  Si  A  désigne  un  nombre  premier  8n  ■+■  5,  et  si  a,  b,  c,...,  l  re- 
présentent des  facteurs  premiers  8rt  +  i,  les  équations 

a-  -  2 A-'"'  a-''h^'\  . .  l-'j''  =■  -  i 

sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers,  pourvu  que  «,  h,  c,...,  l 
ne  soient  pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  t'  —  2  kir. 

4'.  A  et  B  désignant  deux  nombres  premiers  8«  +  5,  et  a,  Z>,  c,.,.,  l 
des  facteurs  premiers  8«  4-  i,  les  équations 

X--  ■ik-''^*L''^*'a"'j-  =  —  i, 
ce- -2  A^"-^'  B=^^-^'  a-'"  b""' . . .  l-'j-  =  —  I 

sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers,  pourvu  que  a,  b,.,.,  l  ne 
soient  pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  L"  —  AB^r. 

5.  Si  A,  B,  C,...,  L,  M  désignent  des  nombres  premiers  8«  -i-  5, 
l'équation 

^=-2A"-^+'B=''^'...L-^-^'M-"-^'j-  =  -i 

est  toujours  possible  en  nombres  entiers,  lorsque  l'équation 

x"  —  2  AB.. .  \jj'^  =  —  i 

TomelX  {i'  série).  —  Novembre  186^.  '-If) 
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est  soluble  en  nombres  de  la  même  nature  et  lorsqii'en  outre  M  n'est 
pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  t-  —  2AB.. .  Lw-,  pour  le 
cas  de 

(m)  ^^  (I)  =•••=  (I)  =^'  (cotation  de  Legendre). 

6.  A  désignant  un  nombre  premier  87Z+5  et  fi,  b,...,  l,  m  des 
nombres  premiers  S/M-i,  l'équation 

est  toujours  possible  en  nombres  entiers,  si  l'équation 

X-  —  2Anb...lj-  =  —  I 

est  soltdjle  en  nombres  de  la  même  espèce  et  si  de  ])lus  m  n'est  pas 
compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  i-  —  iKab. . .  lu^,  pour  le  cas  de 

(^)  =  -  '  '     (£)  =  (^)  =-=(;!;)  =  '  ("°'^''°"  ^^  Legendre). 

Remarque.  —  Les  théorèmes  précédents,  relatifs  au  facteur  2, 
peuvent  être  étendus  à  un  facteur  premier  quelconque  w  de  la  forme 
4  /i  +  I . 

7.  «  représentant  un  facteur  premier  4" -H  i  et  A,  B,...,  L  dési- 
gnant des  nombres  premiers  de  la  même  forme  non  compris  dans  les 
diviseurs  linéaires  de  i-  —  w/r,  les  équations 


X'-M"'k-''^'j-^-  I, 

X-— w"-'"+*A'^-j==-i, 

^2  _  w="'-' A-'^+'B=^-*-\;-'=  — 

1, 

=  _c,j='«-'A=='B=°...L='j-=- 

-  I 

sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers. 

8.   w   désignant  un  nombre  premier  l\n-\-i  et  A,  B,   C,...,  L  des 
facteurs  premiers  de  même  foruie  non  compris  dans  les  diviseurs  li- 
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iléaires  de  t-  —  cj/i*,  les  équations 

.r-  -  ui-'"*'  A'^B'j-  =  —  1, 

x'-'  —  u-'"*'  A^"^'  B=^  C-^  ..L-'j-  =  —  I 

sont  possibles  en  nombres  entiers,  pourvu  que  B,  C,...,  L  ne  soient 
|)as  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  i'  —  ojA/r. 

9.  ù)  représentant  un  nombre  premier  4"  -r-  i>  A  lui  facteur  pre- 
mier (le  même  forme  non  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de 
t'' —  'jiu'  et  a,  b,  c,...,  /  des  facteurs  premiers  4«-f-i  compris  dans 
les  diviseurs  linéaires  de  t'  —  (ùir,  les  équations 

.x^  _  y:".+'  A='"+'  a-\r  =  —  i, 
a"- -  0.-'"+'  A^'"-*-' «="•+'  b-'^'j-""  =  -  I , 

_^.î  _  ^2,«-H.  A!/«+l  rt2«i  =  s. .  ./''j"  =  -  I 


sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers,  pourvu  que  a,  b,...,  l  ne 
soient  pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  t"  —  A/r. 

10.  Cl)  représentant  un  nondjre  premier  4'^  -I-  i,A  et  B  deux  nombres 
premiers  de  même  forme  non  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de 
t"  —  'jiH-  et  a,  b,...,  l  des  facteurs  premiers  4"  +  i  compris  dans  les 
diviseurs  linéaires  de  Û  —  air,  les  équations 

a"-  _  ,„-'"+'  A^-"*'  B-'-^'  «°'j  -  =  -  I , 
x=  —  a/-'"-*-' A-^*'  B=^-^'  a-'b-\  ..l-'j-^  —  i 

sont  toujours  possibles  en  nombres  entiers,  pourvu  que  les  facteurs 
premiers  a,  /',...,  /  ne  soient  pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires 
dei=-AB«-. 

11.  'ù  désignant  un  nombre  premier  l\n -^  \  et  A,  B,  C,...,  L,  M 
des  nombres  premiers  de  même  forme  non  compris  dans  les  diviseurs 

4q.. 
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linéaires  de  i°  —  w  «^,  l'équation 

^2  _  ^^2m+i  ^2a+l  g;C+.  _  _L2).+«  ]Vp.«+<  jî  ==  _  I 

est  toujours  possible  en  nombres  entiers,  lorsque  l'équation 

a.'-  —  œ ÂB. , .  Lj)  ■  =  —  I 


admet  des  solutions  de  la  même  nature  et  lorsque  de  plus  M  n'est 
pas  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  t'  —  ojAB...Lîr,  pour  le 
cas  de 


:j  =...=  [  — j  =1  (notation  de  Legendre). 


12.  o  désignant  un  nombre  premier  /jw^-i,  A  un  nombre  de 
même  nature  non  compris  dans  les  diviseurs  linéaires  de  t"  —  (ùu^  et 
a,  b,...,  ly  m  des  facteurs  premiers  4«  +  i  compris  au  contraire  dans 
les  diviseiu's  linéaires  de  t' —  uir,  l'équation 

X-  -  «="■•+•  A^^+'  a-^-*'  h-''-^'.. .  /-'*'  m'^y^'j-  =  -  I 

est  toujours  possible  en  nombres  entiers,  lorsque  l'équation 

est  soluble  en  entiers,  et  lorsque  de  plus  m  n'est  pas  compris  dans 
les  diviseurs  linéaires  de  i- —  tùkab..  .hr,  pour  le  cas  de 


)^-''     {£)  =  (^)=--=  (^)  ""'  ("otation  de  Legendre). 
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QUELQUES  FORMULES  GÉNÉRALES  QUI  PEUVENT  ÊTRE  UTILES 
DANS  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 


Par  m.   J.    LIOniLLE. 


SEIZIEME  ARTICLE. 


1.  Dans  ce  seizième  article,  nous  considérons  un  entier  donné  m, 
pair  ou  impair,  et  nous  le  décomposons  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles en  une  somme  de  deux  carrés  plus  un  reste  que  nous  regardons 
à  son  tour  comme  le  produit  de  deux  facteurs  dont  le  second  sera  es- 
sentiellement impair.  En  d'autres  termes,  nous  écrivons  de  toutes  les 
manières  possibles 

m,  et  ?«2  étant  des  entiers  indifféremment  pairs  ou  impairs,  jiosilifs, 
nuls  ou  négatifs,  tandis  que  les  entiers  d^,  0*3  sont  positifs,  r/j  pair  ou 
impair,  mais  o*,  toujours  impair.  Tel  est  le  mode  de  partition  qui  ser- 
vira de  base  à  toutes  les  formules  contenues  dans  cet  article.  On 
trouvera  daus  ces  formules,  tantôt  une  fonction 

impaire  par  rapport  à  chacune  des  trois  variables  x,  j;  z  dont  elle 
dépend,  tantôt  une  fonction 

§{x,j,z,t) 

de  quatre  variables,  impaire  par  rapport  à  x,  par  rapport  à  j\  et  par 
rapport  au  groupe  dos  deux  dernières  variables  z,  t.  Apres  les  longues 
explications  que  nous  avons  données  dans  notre  quinzième  article, 
nos  lecteurs  savent  bien  quelle  est  la  nature  des  fonctions  que  ces 
qualifications  désignent. 
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2.  Prenant  donc  pour  point  de  dépari  l'équation 

telle  qu'elle  a  été  définie  au  n°  1,  je  considère  l'ensemble  des  éipia- 
lions  particulières  qu'elle  contient,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  sys- 
tèmes 

m,,   ;?/o,   r/j,  0*3  ; 
puis  posant 

,T  ^  t?3  —  im^^ 

.)'  =  ''' 3  +'"2  —  '"|. 

s  :=  «•/j  4-  111^  -h  m,, 

j'introduis  une  fonction  impaire 

F(.r,j-,  s) 
de  ces  dernières  variables.  A  chaque  système 

772,,    /7/„    (^3,    o\ 

répond  une  valeur  de  notre  fonction,  savoir 

F(c?3  —  irn.^,   r/3  -f-  7722  —  '"m   ^3  -r-  '"j  -^-  "'/• 

Prenons  la  somme  algébrique  pour  tous  les  systèmes  et  désignons-la 
par  L,  en  sorte  que 

L  =:  ^  F  (o\  —  27?7o,    c/3  -+■  lUr,  —  m, ,    c/3  +  7;ij  4-  772,  ). 

C'est  à  cette  somme 


que  s'appliquera  notre  premier  théorème.  Nous  trouvons  qu'elle  est 
nulle  toutes  les  fois  que  772  ne  peut  pas  être  représenté  en  nombres 
entiers  par  une  somme  de  deux  carrés.  Dans  le  cas  contraire,  elle  peut 
avoir  une  valeur  différente  de  zéro  et  dont  il  s'agit  de  donner  l'expres- 
sion générale. 
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Soit 

m  =  a-  ■  r  V- 

une  quelconque  des  équations  qu'on  peut  écrire  en  niettanl  m  sous 
la  forme  d'une  somme  do  deux  carrés,  mais  sous  la  condition  essen- 
tielle que  l'entier  a  soit  >  o,  tandis  que  l'entier  b  peut  être  indiffé- 
remment positif,  nul  ou  négatif.  Pour  chaque  équation  de  cette  es- 
pèce, formons  la  somme 

2)  F  (  2 rt  —  -^.s  —  I ,  a  —  Z»,  a  ■+■  /j), 
où  le  signe 

2 

porte  sur  la  variable  s  dont  les  valeurs  successives  sont 

o,    I,   2,   3,...,  a  —  i; 

puis,  faisant  la  somme  de  ces  sommes  partielles,  formons  à  son  tour  la 
somme  totale 

^     ^F  {ia  —  2S  —  i,  a  —  b,  a-\-  b)U 
relativement  à  toutes  les  équations  de  la  forme 

o  7  o 

m  =  a-  +  b- 

qui  peuvent  exister  sous  la   condition  déjà  énoncée  de  rt>o.  Cette 
somme  totale  sera  la  valeur  de  L. 
Ainsi  ou  a 

L  =  2^F(2rt  —  ai'— I,  a  —  b,  a-hb)\, 

ou  bien,  explicitement, 

l  ^  F (  J*3  —  2 m., .  (/,  -+■  m.,  —  m, ,  r/3  +  m,  +  m,) 
l       =^^'^F{ia— 2S-1,  a  —  b,  a-hb)~\- 

Voilà  notre  première  formule. 
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5.  Nous  obtiendrons  une  seconde  formule,  également  relative  à 
l'équation 

du  n°  1 ,  si  en  continuant  à  considérer  une  fonction 

F(^,j,  r.) 

de  trois  variables,  impaire  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables, 
nous  prenons  cette  fois 

X  =  (^3  —  a^o, 

z=^  c}^  -h  2IH,. 
A  cbaque  système 

m,,  m.,  d„  o\ 

répondra  naturellement  une  valeur  de  notre  fonction,  savoir 
F (o\  —  2 in^f  d^  +  /Ho  —  /H, ,   c?;,  H-  2 ni,). 

Prenons  la  somme  algébrique  de  ces  valeurs  pour  tous  les  systèmes 
que  l'équation 

m  =zm\-i-  m\  +  d,  d^ 

comporte  d'après  les  explications  données  au  n°  1,  et  désignons  la 
somme  dont  il  s'agit  par  M,  en  sorte  que 

M=:2F(d\  —  swo,  di-^nin  —  m,,  &\  -h  am,). 

C'est  à  cette  somme 

M 

que  s'appliquera  notre  second  tiiéorème.  Nous  trouvons  qu  elle  est 
nulle  toutes  les  fois  que  m  ne  peut  pas  être  représenté  en  nombres  en- 
tiers par  une  somme  de  deux  carrés.  Dans  le  cas  contraire,  elle  peut 
avoir  une  valeur  différente  de  zéro  et  dont  je  vais  donner  l'expression 
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A  cet  effeJ,  soil 

ni  =^  a"  -\-  b-, 

l'entier  a  étant  supposé  essentiellement  >  o,  tandis  que  l'entier  /;  est 
indifféremment  positif,  nul  ou  négatif.  Pour  chaque  équation  de  cette 
espèce,  formons  la  somme  partielle 

'^Y{2a  —  2.Î  —  1,  a  ~ />,  ib  -{-  2S  -{-  i), 
où  le  signe 

porte  sur  la  variable  s  dont  les  valeurs  successives  sont 

o,    1,2,   3,...,  a—  i; 
puis  de  là  passons  à  la  somme  totale 

^     V  F  (  2  rt  —  2  J  —  ( ,  a  —  h,  -îb  -h  y.s  —  i)\ 

prise  pour  toutes  les  équations  de  la  forme 

m  z=  a'-  -h  b- 

qui  peuvent  exister  sous  la  condition  énoncée  de  a  >  u.  Cette  somme 
totale  sera  la  valeur  de  M. 
Ainsi  on  a 

M  =  '^ï  ^F  {2a  —  2S  —  \ ,  a  —  b,   2  b -^  -i  s  -h  i)\, 
ou  bien,  explicitement, 

i  51  ^  (^"3  ~  2nu.   (/j  -h  w.,  —  W|,   ô*,  H-  2/;/,) 

(")  r  1 

=  ^\  y^¥  {2a  -  -is  -  \ ,  a  —  h.    2b  -h  2S-h  i)   • 


Voilà  notre  seconde  formule. 
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5.  Mais  la  formule  vraiment  remarquable  à  laquelle  nous  voulons 
arriver,  au  sujet  de  l'équation 

m  =  m"^  -h  ml  -\-  d^  0*3 
du  n°  1,  contient  une  fonction 

ê[a:,j,  z,  t) 

de  quatre  variables,   impaire  par  rapport  à   chacune  des  deux   pre- 
mières  variables  jc,  j-,  et  impaire  aussi  par  rapport  au  groupe  des 
deux  autres  variables  z,  t. 
A  chaque  système 

m,,  wzj,  (^3,   â; 

répond  une  valeur  de  notre  fonction 

savoir 

5?(c?3  —  2/722,  ^3  -+-  m.,  —  m,,  (Yj  +  111.2  -h  m,,  ai  •+■  2in,). 

Formons  la  somme  algébrique 

^  ^  (  t?3  —  a  Hî, ,   r/j  4-  m.i  —m,,   d^  +  /Ho  -1-  m , ,    0*3  h-  2  /« ,  ) 

pour  tous  les  systèmes  que  l'équation 

m  =  /;/  ^  +  m 'i  -+-  d^  â^ 

du  n"  i  comporte,  et  désignons-la  par  N.  Je  trouve  que  l'on  a 

N  =  o 

toutes  les  lois  que  m  n'est  pas  la  somme  de  deux  carrés.  Mais  dans  le 
cas  contraire,  la  valeur  de  N  peut  ne  pas  être  nulle,  et  on  l'exprime 
ainsi  qu'il  suit. 

Posons,  en  nombres  entiers, 

m  =  a'-  -+-  Ir, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  SgS 

l'entier  a  étant  >  o,  tandis  que  l'entier  h  peut  être  inflifféronnnent 
positif,  mil  on  négatif,  et  formons  pour  chaque  équation  de  cette  es- 
pèce la  somme  partielle 

'^S[ia-'-  '}.s  —  \^  a  — h,  a-hb,  2b  -+-  2s  -\-  i), 
où  le  signe 

2 

porte  sur  la  variable  s  dont  les  valeurs  successives  sont 

o,    I,   2,  3,...,  a  —  i; 
puis  de  là  passons  à  la  somme  totale 

2     2^(2«  — 2^  — I,  a  —  b,  a  +  b,  26-4-254-1) 

prise  pour  toutes  les  équations  de  la  forme 

m  =  a-  -i-  h'^ 

qui  peuvent  exister  sous  la  condition  énoncée  de  a  >  o.  Cette  somme 
totale  sera  la  valeur  de  N. 
Ainsi  on  a 

N  — V     y  s  {2a  —  2s  —  1,  a  —  b,  a -h  b,   2b  -i-  2s  -h  i)U 
ou  bien,  explicitement, 

(3)  '     ^  1 

I        =  ^     "^^{-in  —  2S  —  1 ,  a  —  b,  a-{-  h,    2 6  -1-  2 .v  -f-  i )  1  • 

Voilà  notre  troisième  formule,  ou  plutôt  voila  notre  ibrmule  fonda- 
mentale; car  elle  renferme  implicitement  les  formules  (i)  et  (a). 
Pour  déduire  la  formule  (i)  de  la  formule  (3),  il  suffît  de  supposer 
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Ja  fonction 

indépendante  de  t  et  réduite  à  une  fonction 

F(-^»  J,  s) 

impaire  par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  j\  z.  Les  conditions 
imposées  à  la  fonction 

g{jc',r,  2,  t) 

seront  alors  remplies,  et  la  formule  (3)  se  changera  dans  la  for- 
mule (i).  Elle  se  changera  au  contraire  dans  la  formule  (a)  si  l'on 
suppose  la  fonction 

^(x,jr,  s,  t) 

indépendante  de  z  et  réduite  à  une  fonction 

impaire  par  rapport  à  chacune  des  variables  -i',j,  t. 

i.  Au  reste,  la  formule  (3),  qui  est  à  quatre  variables,  contient  une 
infinité  de  formules  à  trois  variables  comme  (1)  et  (2);  et  celles-ci  à 
le'jr  tour  en  renferment  une  infinité  d'autres  à  deux  variables  ou  à 
une  seule  variable. 

Parmi  les  formules  contenant  une  fonction  à  deux  variables,  je  ci- 
terai celle-ci  : 


(4) 


0",—  I 

— h  m, 

])    '  F  (.'4  -h  nu  —  /// , ,  d^-h  m.2-h  m,) 


^V{a  —  b,  a-hb), 


qu'on  déduit  aisément  de  la  formule  (i)  et  où  le  signe  sonunatoire 
au  second  membre  ne  porte  plus  que  sur  une  portion  des  couples 
(a,  b)  fournis  par  l'équation 

m  =  a'  -+-  b-. 
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savoir  sur  ceux  où  l'enlier  a  est  iioii-sculoment  positif,  mais  encore 
impair.  La  fonction  F  qui  figure  dans  l'équation  [J\ ,  doit  être  impaire 
|)ar  rapport  à  chacune  des  deux  variables  dont  elle  dépend. 

Parmi  les  formules  contenant  une  fonction  d'une  seule  variable,  je 

citerai  la  suivante  : 

qui  se  déduit  sans  peine  de  la  formule  (2).  La  fonction  F  qui  s'y  trouve 
doit  être  impaire  par  rapport  à  la  variable  dont  elle  dépend.  La  som- 
mation au  second  membre  porte  cette  fois  sur  tous  les  couples  («,  b) 
fournis  par  l'équation 

m  =  d'  -\-  b'-, 

où  l'on  suppose  a>o.  L'entier  a  peut  d'ailleurs  être  indifféremment 
pair  ou  impair. 

5.  Il  est  bon  de  vérifier  notre  formnle 

l  ^  S  '(?3  —  2w,,  r/3  -}-  m.,  —  /»,,  r/3  H-  m^  -+-  m,,  c?j  ■+-  2/n,  ) 
I       =2     S'^(^'^'  —  2^  —  1,  a  —  h,  a+  b,  2^4-2^-1-1 

au  moins  dans  quelques  cas  très-simples. 
Soit  d'abord 

m  =  i. 
L'équation 

m  =  mf  -+-  m'I  -f-  r/3  0*3, 

du  n°  1,  ne  poiu'ra  avoir  lieu  qu'en  prenant 

m,  r=:  O,       /«.,  =  0,       r/3  ^  1  .       o\  =  1  . 

La  valeur  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  sera  donc 

^(i,  I,  I,  1). 

Pour  trouver  celle  du  second  membre,  on  n'aura  de  même  à  consi- 
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dérer  qu'une  seule  équation  de  la  forme 

m  ^  a-  -+-  b-, 
savoir 

1  =:  I^-l-  g'. 

On  ne  ])oun'a  donc  prendre  que 

n  =  I 
avec 

h  =  0, 

et  il  n  y  aura  aussi  qu'une  seule  valeur  de  s,  savoir 

s  =  o, 

Le  second  membre  de  l'équation  (3)  est  donc  égal  à 

,f(i,  I,  I,  i) 

comme  le  premier  membre. 
Pour 

ni  =  2, 

on  a  cinq  équations  de  la  forme 

m  =  iii-^-h  ml  -+-  c/3  c?,, 

où  l'on  se  souvient  que  o\  est  essentiellement  impair.  Les  voici  ; 

2  :=  o"  -)-  o-  -t-  2.  J. 


2   =  (  —    1)-  -f-  O-  -4-    I  .  I, 
2=0--+-    1-  -h    I  .1, 

2  =  O- -i-  (—  r^  -4-  i.i. 

Il   y   aura  donc  cinq  termes  au  premier  membre  de   1  équation  (3); 
mais  deux  sont  nuis  d'eux-mêmes  et  deux  autres  se  détruisent  entre 
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eux,  attendu  que,  par  la  nature  de  la  fonction  ,?,  on  doit  avoir 

^(i,  o,  a,  3)  =  0,     .?   3,  o,  o.  il  =  o 
et 

J'  —  1 ,  2,  2,  I    =  —  .7    I ,  a.  a,  i\ 

Le  seul  qui  subsiste  est 

^(i,  2,  o,  —  i\ 

Or.  eu  vertu  des  deux  équations 

2  =  l--^-I^    2  =  l'-h  i.— I -, 

on  retrouve  ce  même  terme  au  second  membre,  ou  il  est  accompagné 
d'un  autre  terme 

.^(1,0,  2,  3^ 

qui  est  nul  de  lui-même.  La  vérification  cherchée  a  donc  lieu. 
Pour 

m  =  3, 

le  second  membre  de  la  formule  ''3^  est  égal  à  zéro,  attendu  que  I  é- 
quation 

Z  =  a'-  b- 

est  impossible.  Mais  comme  on  a  les  dix  équations  suivantes 

3  =  0"  — 0-^3.1,  3  =  o- ^  I- -^- 2. 1, 

=  o- -^  o- -^  r  j,  i  =  I  - -^   — 1 1- -j-  I .  I . 

3=1"  —  O--Î-2.I.  J^|-  —    I--I-I.I, 

3=— r--(-o--t-2.i.     3=    — i--!-i---i.i, 
3  =  f)'-T-    —  1--+-2.1,      3  =  (— i;- -f-(—  0' 4-  l.i. 

le  premier  membre  de  la  formule  \3i  sera  composé  tie  dix  termes. 
Aucun  de  ces  termes  n'est  nul  de  lui-même;  mais  les  deux  termes  qui 
répondent  aux  équations  placées  sur  une  même  ligne  horizontale 
sont  partout  égaux  et  de  signes  contraires,  attendu  que  par  la  nature 
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de  la  fonction  ê  on  a 

3'(  — f,  3,  3,  i)  =  — J(i,  3,  3,  i), 
.f{3,  —  I,  I,  3)  =  — ,fi3,  i,'i,  3), 
^(—1,  I,  3,  3)  =  — ^(i,  I,  3,  3), 
#(— 1,3,1,  — i;=  —  5'(i,  3,  I,  — i), 
^(3,1,  — I,  — i)=  — J(3,  I,  I,  i). 

Le  total  ost  donc  égal  à  zéro,  conformément  à  la  formnle  (3\ 
Je  n'entrerai  pas  dans  les  détails  du  calcul  pour  le  cas  de 

m  =  4- 

Je  me  bornerai  à  dire  que  la  valeur  commune  des  deux  membres  de 

l'équation  i'3)  est  alors 

^(3,  2,  0,  i)  4-;f  (i,  2,  2,  3). 

Observons  en  terminant  que  quoiqu'il  s'agisse  dans  l'article  actuel 
d'un  entier  m  quelconque,  et  non  plus  seulement  d'un  entier  impair 
comme  dans  notre  quinzième  article  où  d'ailleurs  le  mode  de  partition 
différait  beaucoup  de  celui  que  marque  l'équation 

ni  =  ni'-  -+-  ml -h  i/j  o* 


3  '^3 


employée  ici  par  nous  avec  un  dernier  terme  1/3  c?3  qui  n'est  plus  assu- 
jetti à  avoir  une  valeur  paire,  cependant  la  formule  (3)  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper  et  la  formule  affectée  du  même  chiffre  dans 
notre  quinzième  article  dérivent  dune  source  commiuie,  comme  on 
pourra  le  voir  quand  nous  entrerons  dans  le  détail  des  démonstra- 
tions. 
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Lettre  de  .M.  de  la  Gournerie  sur  les  passages  de  son  Traité 
de  Géométrie  descriptiAe  f/iii  peinent  le  plus  intéresser  les 
géomètres,   adressée  à  M.  Li  ou  ville. 


Monsieur, 

Je  vous  ai  remis,  il  y  a  peu  tie  jours,  la  troisième  Partie  de  mon 
Traité  de  Géométrie  descriptive  :  vous  avez  maintenant  l'ouvrage  en- 
tier entre  les  mains.  Je  l'ai  écrit  en  vue  des  applications  aux  arts  gra- 
phiques: mais,  en  cherchant  à  lever  les  difficultés  que  les  constructions 
présentent  dans  diverses  circonstances,  j'ai  été  conduit  à  étudier  quel- 
ques questions  nouvelles  de  Géométrie  générale,  et  je  désire  appeler 
votre  attention  sur  ces  recherches.  La  simple  Géométrie  m'a  suffi  le 
plus  souvent,  cependant  il  y  a  quelques  résultats  utiles  que  je  n'ai  pu 
établir  que  par  l'Annlyse.  Je  n'ai  rien  à  vous  dire  sur  la  première  Par- 
tie, qui  contient  les  éléments,  et  pour  le  LivreV,  le  premier  de  la  seconde 
Partie,  je  me  borne  à  vous  indiquer  le  chapitre  II  où  j'ai  développé 
les  principes  du  trait  sur  les  perspectives  asonométrique  et  cavalière 

L 

Le  Livre  VI  est  consacré  aux  surfaces  développables.  Je  présente 
d'abord  quelques  considérations  de  Géométrie  plane,  principalement 
sur  les  rebroussements,  qu'on  divise  généralement  en  deux,  espèces  et 
qu'il  me  paraît  préférable  île  classer  en  ordres,  suivant  le  degré  de 
contact  de  la  courbe  avec  la  tangente  commune  des  deux  branches. 
Ces  branches  sont  d'un  même  côté  de  la  tangente  daus  les  rebrous- 
sements d'ordre  pair,  et  de  côtés  différents  dans  les  rebroussements 
d  ordre  impair.  A  un  rebroussemcnt  du  premier  ordre,  le  rayon  de 
courbure  est  nul;  il  a  une  grandeur  finie  à  un  rebroussemeut  du  se- 
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cond  ordre;  enfin  il  est  iiitini  à  un  rebroussement  d'un  ordre  plus 
élevé.  Le  raj  on  de  courbure  est  ici  le  rayon  d'un  cercle  ayant  avec  la 
courbe  quatre  points  communs,  au  moins,  réunis  en  un  seul  :  il  passe 
par  un  point  de  rebroussement  une  infinité  de  cercles  ayant  avec  la 
courbe  trois  points  communs  réunis  en  mi  seul.  Je  reviendrai  plus 
loin  sur  celte  observation. 

Les  développabies  se  pi  ésenîent  souvent  ilans  les  applications  comme 
surfaces  d'ombre  et  comme  surfaces  d'égale  pente.  Leurs  lignes  doubles 
offrent  un  grand  intérêt,  car  c'est  à  une  ligne  de  ce  genre  que  se  ter- 
mine soit  l'ombre  qui  est  logée  dans  la  surface,  soit  l'étendue  que  l'on 
peut  donner  à  une  excavation  dont  It  s  lalus  sont  dressés  sous  une 
pente  uniforme.  En  général,  une  ligne  double  s'arrête  à  deux  points, 
au  delà  desquels  elle  est  prolongée  par  des  arcs  parasites  ou  isolés 
qui  apparticFinent  à  la  surface.  J'appelle  les  points  limites  sommets; 
chacun  d'eux  est  un  point  de  rebroussement  de  l'aréle  de  rebrous- 
sement, et  la  ligne  double  y  touche  la  génératrice  rccliligne  qui  est 
la  tangente  de  rebroussement. 

Après  avoir  étudié  ces  circonstances  géométriques  avec  soin,  je  pré- 
sente une  étude  détaillée  de  la  surface  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée 
par  un  cercle.  A  cette  occasion,  je  retrouve  pour  la  développable  cir- 
conscrite à  deux  surfaces  du  second  ordre  plusieurs  théorèmes  déjà 
obtenus  par  M.  Poncelet  à  l'aide  de  la  théorie  des  polaires  réciproques; 
je  montre  notamment  qu'on  peut  inscrire  dans  cette  développable  un 
nombre  infini  de  surfaces  du  second  ordre  ayant  toutes  leurs  centres 
en  ligne  droite,  et  que  quatre  d'entre  elles  se  réduisent  à  des  coniques 
qui  sont  des  ligues  doubles.  Je  présente  aussi  quelques  théorèmes 
nouveaux  :  ainsi  j'établis  cjue  toute  surAice  du  second  ordre  inscrite 
coupe  la  développable  circonscrite  suivant  huit  droites  (réelles  ou 
imaginaires).  Les  génératrices  forment  ainsi  huit  par  huit  des  groupes 
qui  appartiennent  à  des  hyperboloïdes  inscrits.  Les  génératrices  d'un 
groupe  touchent  la  caractéristique  de  l'hyperboloïde  auquel  elles  ap- 
partiennent, en  huit  points  qui  sont  sur  l'arête  de  rebroussement  de 
la  développable. 

Ce  théorème  permet  de  discuter  la  série  des  surfaces  du  second 
ordre  inscrites,  ei  de  classer  les  différenis  genres  de  la  développable: 
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il  conduit  aussi  à  diverses  conséquences  étraTigères  à  cette  surface  : 
on  voit,  par  exemple,  que  les  tangentes  de  l'intersection  de  deux 
surfaces  du  sccoiul  ordre  appartiennent  huit  par  huit  à  des  hy- 
perboloides,  car  la  développabic  circonscrite  à  une  surface  du  se- 
cond ordre  suivant  une  telle  ligue  est  ciiconscrite  à  deux  surfaces  de 
cet  ordre. 

M.  Chasles  a  établi  une  théorie  des  surfacrs  du  second  ordre  homo- 
focales,  en  les  considérant  comme  inscrites  dans  une  même  dévelop- 
pable  ayant  pour  une  de  ses  lignes  doubles  \\n  cercle  imaginaire  à 
l'inlini.  Je  consacre  quelques  articles  à  déduire  de  mes  formules  les 
résultais  qu'il  a  obtenus. 

J'étudie  plusieurs  surfaces  d'égale  pente;  je  prends  d'abord  pour 
directrice  une  courbe  quelconque,  puis  je  suppose  que  Cftte  ligne  est 
une  conique.  Dans  ce  dernier  cas,  on  trouve  une  développable  cir- 
conscrite à  deux  surfaces  concentriques  du  second  ordre  :  une  de  ses 
lignes  doubles  est  à  l'infini.  I^es  autres  lignes  douilles  se  présentent 
d'elles-mêmes  quand  un  des  axes  de  la  conique  directrice  est  une 
ligne  de  plus  grande  pente  de  son  plan,  mais  il  est  assez  difllcile  de 
les  obtenir  lorsque  la  directrice  a  ime  position  quelconque  dans  l'es- 
pace :  il  faut  chercher  quels  sont  les  plans  dont  l'intersection  avec  la 
développable,  qui  est  du  huitième  ordre,  se  compose  de  quatre  droites 
et  de  deux  fois  une  conique.  Pour  lésoudre  ce  problème,  je  prends  un 
système  d'axes  d'abord  arbitraire,  et  je  le  détermine  de  manière  que 
la  décomposition  nécessaire  puisse  avoir  lieu  dans  l'équation  de  la  sur- 
face, en  introduisant  d'ailleurs  entre  les  variables  une  relation  thi  pre- 
mier degré  qui  devient  l'équation  du  jiian  de  la  ligne  double.  Je  vous 
indique  ce  calcul,  non  pas  que  la  ni'  thodo  ait  rien  de  bien  nouveau, 
mais  à  cause  des  divers  artifices  que  j'ai  dû  employer  poiu"  arriver  à 
la  solution,  et  de  la  simplicité  des  résultais.  Je  trouve  que  les  projec- 
tions horizontales  des  deux  lignes  doubles  cherchées  et  de  la  direc- 
trice sont  des  coniques  homofocales,  et  que  l'intersection  des  plans 
de  deux  d'entre  elles  est  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du 
plan  de  la  troisième.  Il  \  a  probablement  quelque  moyen  facile  de 
démontrer  ces  théorèmes  par  la  Géométrie.  Eu  égard  aux  relations 
que  je  viens  d'indiquer,  l'établissement  de  l'épine  de  la  surfac^  d'é- 
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aie  pente  circonscrite  à  une  conique  se  fait  avec  inie  grande  facilité 


s 
relative 


II. 


Le  Livre  VII  est  consacré  aux  surfaces  gaviches. 

II  y  a  déjà  plusieurs  années  que  j'ai  signalé  la  propriété  des  lignes 
d'ornbre  de  ces  surfaces,  de  passer  toutes  par  certains  points  singuliers 
où  deux  génératrices  consécutives  se  rencontrent  :  cela  résulte  de  la 
multiplicité  des  plans  tangents  en  ces  points,  et  de  ce  que  chaque  ligne 
d'ombre  rencontre  toutes  les  génératrices.  Les  lignes  d'ombre  sont 
tangentes  à  la  génératrice  sur  laquelle  se  trouve  le  point  singulier. 
Quand  une  génératrice  est  parallèle  à  celle  qui  lui  est  infiniment  voi- 
sine, les  courbes  d'ombre  la  rencontrent  à  l'infini  et  ont  cette  ligne 
pour  asymptote.  Dans  son  Mémoire  sur  la  déformation  des  surfaces, 
M.  Bour  a  appelé  sommets  les  points  où  deux  génératrices  consécutives 
se  coupent,  et  arête  toute  génératrice  parallèle  à  celle  qui  lui  est 
infiniment  voisine.  J'ai  adopté  ces  expressions.  Les  diverses  surfaces 
gauches  que  j'ai  eu  l'occasion  d'étudier  ont  des  sommets  ou  des  arêtes, 
sauf  celles  qui  sont  du  second  ordre  et  les  hélicoïdes. 

J'établis  avec  plus  de  détails  et  de  rigueur  les  théorèmes  que  j'avais 
déjà  fait  connaître  sur  les  sommets  et  les  arêtes,  et  je  donne  de  nou- 
velles propositions  dont  je  vais  vous  entretenir. 

Toutes  les  fois  que  les  directrices  de  la  surface  n'ont  ni  inflexion  ni 
rebroussement,  un  sommet  est  l'extrémité  de  l'arc  utile  d'une  ligne 
double.  Ainsi,  dans  un  conoïde  droit  circonscrit  à  un  cercle,  la  direc- 
trice rectiligne  a  un  segment  utile  et  double  qui  se  termine  à  deux 
sommets.  Elle  est  parasite  ou  isolée  au  delà  de  ces  points,  mais  elle  ap- 
partient à  la  surface  sur  toute  sa  longueur. 

Les  sections  de  la  surface  par  les  plans  qui  passent  à  un  sommet 
et  qui  ne  contiennent  pas  la  génératrice  ont  lui  rebroussement.  Les 
tangentes  de  rebroussement  de  toutes  ces  sections  sont  dans  un  même 
plan,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  les  développables.  JM.  Bour,  à  qui 
j'avais  comuumiqué  les  résultats  qui  précèdent,  a  appelé  ce  plan  plan 
de  rebroussement. 

M.  Chasles  a  démontré  que  le  plan  tangent  d'une  surface  gauche  en 
im  point  d'une  génératrice  fait  avec  le  plan  tangent  en  un  autre  point 
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délcrininé  de  la  même  droile  [point  ccnlral)  un  angle  dont  la  tangente 
est  proportionnelle  à  l'abscisse  du  premier  point  mesurée  à  partir  du 
second  : 


X 


tang(/  =  , 
o         k 

La  longueur  constante  h  ou  le  paramètre  de  distribution  des  plans 
tangents  aux  divers  points  de  la  génératrice,  est  la  limite  du  rapport 
qui  existe  entre  la  plus  courte  distance  de  cette  droite  à  une  autre  gé- 
nératrice, et  l'angle  que  ces  lignes  comprennent.  Il  semble,  d'après 
cela,  que  toute  arête  étant  parallèle  à  la  génératrice  qui  lui  est  in6- 
niment  voisine,  son  paramètre  est  infini;  or,  quelque  paradoxale  que 
cette  proposition  paraisse  au  premier  abord,  il  est  certain  que  cela  n'a 
pas  toujours  lieu,  et  que  les  arêtes  du  cylindroïde,  par  exemple,  ont 
des  paramètres  finis. 

Considérons  un  cylindre  elliptique  borizontal,  coupons-le  par  deux 
plans  verticaux  non  parallèles;  élevons  d'une  certaine  quantité  l'une 
des  sections  dans  son  plan,  de  manière  que  tous  ses  points  décrivent 
des  droites  verticales  :  si  les  anciennes  génératrices  du  cylindre  passent 
toujours  par  les  mêmes  points  des  sections,  elles  forment  actuelle- 
ment une  surface  gaucbe  du  quatrième  ordre  que  Frézier  a  appelée 
cjUndroïde,  et  qui  a  quelques  cinplois  en  stéréotomie. 

Les  génératrices  du  cylindre  le  long  desquelles  le  plan  tangent 
était  vertical  deviennent  des  arêtes  du  cylindroïde;  or,  quand  on 
chercbe  analytiqucment  le  paramètre  des  générairicos  de  celte  sur- 
face, on  trouve  qu'il  ne  dépend  pas  de  l'inclinaison  des  tangentes  des 
directrices  sur  lé  plan  horizontal,  de  sorte  qu'il  a  une  grandeur  finie 
pour  les  arêtes  comme  pour  les  autres  génératrices. 

En  déterminant  le  paramétre  des  arêtes  du  cylindroïde  et  des  co- 
noïdes,  et  le  point  central  de  ces  génératrices  comme  appartenant  a 
la  ligne  de  striction,  on  trouve  les  dispositions  suivantes; 

1°  Cylindroïde:  point  central  à  l'infini,  —  paramètre  fini; 

a°  Conoïdc  oblique  :  point  central  à  l'infini,  —  paramètre  infini; 

3°  Conoïde  droit  :  point  central  à  distance  finie,  —  paramètre  in- 
fini. 

Un  examen  attentif  fait  comprendre  cette  diversité. 

Lorsque  le  point  de  contact  d'un  plan  qui  contient  une  génératrice 
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d'une  surface  gauche  parcourt  la  longueur  indéfinie  de  cette  droite, 
le  plan  tourne  de  i8o  degrés.  Si  une  génératrice  rencontre  celle  qui 
lui  est  infiniment  voisine,  suivant  une  remarque  de  M.  Bour,  l'évolu- 
tion entière  se  fait  au  point  commun,  de  sorte  que  si  l'on  considère 
une  surface  développable,  on  doit  regarder  que  le  plan  tangent  tourne 
de  i8o  degrés,  au  moment  où  le  point  de  contact  passe  d'une  nappe 
à  l'autre.  D'après  cela,  pour  une  arête,  l'évolution  se  fait  à  l'infini. 

Dans  la  formule  que  j'ai  rappelée,  la  lettre  x  re|)résente  l'abscisse 
du  point  considéré  mesurée  à  partir  du  point  central  pris  pour  ori- 
gine. Quand  le  point  central  est  à  l'infini,  tous  les  points  à  distance 
finie  ont  des  abscisses  infinies.  Alors,  si  le  paramètre  est  fini,  d  atteint 
90  degrés,  et  le  plan  tangent  le  long  de  l'arête  est  perpendiculaire  au 
plan  qui  touche  la  surface  au  point  central  {plan  central).  C'est  en 
effet  ce  qui  arrive  pour  le  cyiindroïde  :  le  plan  tangent  le  long  d'une 
arête  de  cette  surface  est  parallèle  au  plan  directeur,  et  on  sait  que 
tous  les  plans  centraux  sont  perpendiculaires  à  ce  dernier  plan. 

Dans  le  conoïde  oblique,  le  point  central  d'une  arête  est  encore  à 
l'infini,  et  par  suite  les  abscisses  des  points  à  distance  finie  sont  in- 
finies. Mais  l'angle  du  plan  langent  le  long  de  l'arête  avec  le  plan 
central  n'est  pas  de  90  degrés,  et  alors  la  formule  exige  que  le  para- 
mètre soit  infini. 

Enfin,  pour  un  cono'ide  droit,  le  point  central  est  à  distance  finie, 
et  les  divers  points  de  la  génératrice  ont  des  abscisses  finies;  comme 
d'ailleurs  le  paramètre  est  infini,  Q  est  constamment  nul,  et  le  plan 
central  est  tangent  le  long  de  l'arête.  L'angle  0  devient  indéterminé 
pour  une  valeur  infinie  de  l'abscisse,  ce  qui  devait  être,  puisque  l'évo- 
lution se  fait  à  tme  distance  infinie  du  point  central. 

Les  différences  que  j'ai  reconnues  pour  les  arêtes  sont  donc  la  con- 
séquence de  la  loi  de  varialion  du  plan  tangent  découverte  par 
M.  Chasles. 

Non-seulement  le  paramètre  d'une  arête  peut  avoir  inie  grandeur 
finie,  mais  il  devient  quelquefois  nul.  Cela  arrive  sur  les  surfaces  dé- 
veloppables  quand  l'arête  de  rebroussement  a  une  asymptote  :  cette 
droite  est  parallèle  à  la  génératrice  qui  lui  est  infiniment  voisine,  et  son 
paramètre  est  nul  comme  celui  de  toutes  les  génératrices  de  la  surface. 
La   fornudo  qui  doime  la  valeur  de  k  n'apprend  rien,  pour  une 
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arête,  qiiaud  le  point  central  est  à  l'infini,  parce  que  l'on  ne  peut 
plus  (lire  quel  est,  à  ce  point,  l'ordre  de  grandeur  de  la  distance  des 
deux  génératrices  consécutives  par  rapport  à  leur  angle. 

Si  l'on  considère  une  arête  sur  le  cylindroïde  et  sur  le  conoïde 
oblique,  en  donnant  à  0  une  grandeur  finie  quelconque,  on  trouve, 
par  l'équation,  que  l'abscisse  correspondante  x  a  une  valeiu-  finie 
pour  la  première  surface  et  infinie  pour  la  seconde.  Ainsi,  bien 
que  l'évolution  se  fasse  à  l'infini  pour  les  arêtes  des  deux  surfaces, 
il  y  a  dans  la  disposition  des  plans  tangents  aux  points  qui  sont  voi- 
sins de  ces  droites,  une  différence  que  l'on  peut  rendre  manifeste  en 
traçant  des  courbes  par  les  points  des  génératrices  où  l'obliquité 
du  plan  tangent  sur  le  plan  central  a  des  valeurs  déterminées.  Ces 
lignes  interceptent  sur  les  génératrices  des  segments  proportionnels; 
elles  sont  asymptotes  des  arêtes,  conconrent  aux  sommets,  et  sont  tan- 
gentes en  ces  points  à  la  génératrice.  Quand  le  point  central  d'tuie 
arête  est  à  l'infini  et  que  sou  paramètre  est  uifiui,  comme  cela  a  lieu 
sur  le  conoïde  oblique,  les  courbes  <lont  nous  venons  de  parler  s'é- 
cartent de  plus  eu  plus  lorsque  la  génératrice  approche  d'une  arête, 
et  cette  augmentation  des  segments  interceptés  sur  la  génératrice 
n'a  d'autre  limite  que  l'infini.  Sur  le  cylindroïde,  au  contraire,  les  dis- 
tances des  courbes  mesurées  sur  les  génératrices  conservent  des  gran- 
deurs finies. 

Puisque  je  vous  parle  des  génératrices  singulières  des  surfaces  gaii- 
clies,  je  vais  passer  à  un  article  qui  complète  leur  étude,  et  que  j'ai 
dû  insérer  dans  le  Livre  relatif  à  la  courbure  des  siufaces. 

Lorsqu'une  surface  gauche  est  éclairée  par  un  point  lumineux  situé 
dans  le  plan  tangent  le  long  d'une  génératrice  singulière,  cette  droite 
fait  partie  de  la  ligne  d'ombre  :  c'est  la  branche  qui  passe  au  sommet; 
une  autre  branche  rencontre  toutes  les  génératrices  et  traverse  néces- 
sairement celle  suivant  laquelle  le  plan  touche  la  surface.  Or  on  trouve 
que  cpielle  que  soit  la  position  du  poirit  lumineux  dans  le  plan  tan- 
gent, la  ligne  d'ombre  passe  par  tni  même  jjoint  de  cette  droite.  Le 
plan  tangent  est  osculateur  à  la  surface  en  ce  point,  et  son  intersec- 
tion avec  elle  y  rencontre  la  génératrice.  Lorsque  le  point  lumineux 
est  sur  la  génératrice  elle-même,  cette  droite  fait  deux  fois  partie  de  la 
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ligne  d'ombre;  son  point  d'intersection  avec  la  courbe  d'ombre  pfo- 
jjrement  dite  et  le  sommet  (  point  central)  sont  conjugués  barmoniques 
du  point  lumineux  et  de  celui  où  le  plan  est  osculateur  de  la  surface. 

Ces  ibéorèmes  lèvent  quelques  difficultés  assez  sérieuses  que  pré- 
sentait le  tracé  des  lignes  d'ombre  sur  les  surfaces  gaucbes.  On  ob- 
tient le  point  d'osculation  du  plan  tangent  par  des  constructions  qui 
ne  présentent  pas  de  difficultés  :  quand  la  surface  a  un  plan  directeur, 
ce  point  est  à  l'infini. 

La  détermination  du  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
principales  aux  différents  points  d'une  génératrice  d'une  surface 
gauclie  est  un  problème  assez  compliqué.  Il  se  simplifie  beaucoup 
pour  une  génératrice  singulière,  parce  que  les  centres  de  courbure  de 
l'une  des  séries  s'éloignent  à  l'infini,  et  que  ceux  des  sections  par  des 
])lans  perpendiculaires  à  la  génératrice  sont  dans  un  même  plan  :  leur 
lieu  est  une  byperbole  dont  une  asymptote  est  perpendiculaire  à  la 
génératrice  et  rencontre  cette  droite  au  point  d'osculation  du  |)lan 
tangent.  Quand  la  surface  a  un  pian  directeur,  le  lieu  des  centres  de 
courbure  devient  une  parabole  ;  lorsqu'elle  est  développable,  la  courbe 
se  réduit  à  deux  droites  :  on  trouve  alors  luie  infinité  de  centres  de 
courbure  pour  la  section  qui  a  un  rebroussement,  ce  qui  tient  à  ce 
que  tout  cercle  passant  par  un  point  de  rebroussement  et  tangent  à  la 
tangente  de  rebroussement  doit  être  considéré  comme  ayant  en  com- 
mun avec  la  courbe  trois  points  infiniment  rappiocbés. 

Quand  la  génératrice  singulière  est  une  arèle,  l'iiyperbole  devient 
équilatère;  elle  a  cette  arête  pour  asymptote,  et  son  centre  est  au 
point  d'osculation  du  point  tangent.  Il  suit  de  là  que  de  part  et 
d'autre  de  ce  point,  les  rayons  principaux  de  courbure  ont  des  gran- 
deurs absolues  égales.  Dans  le  cas  où  l'arête  a  un  paramètre  fini,  les 
centres  de  courbure  sont  sur  une  droite  parallèle  à  une  génératrice, 
d'où  l'on  voit  que  lorsqu'une  surface  gaucbe  possède  une  arête  ayant 
un  paramètre  fini,  elle  est  osculée  par  des  cylindres  le  long  de  cette 
droite.  La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie. 

Les  arêtes  singulières  ont  diverses  autres  propriétés  :  ainsi,  quand 
une  surface  gaucbe  possède  un  sommet  à  distance  finie,  elle  est 
toucbée  par  sa  développable  asymptote  tout  le  long  de  la  génératrice 
qui  passe  à  ce  point.  ISIais  c'est  assez  vous  entretenir  de  ce  sujet;  je 
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vais  passer  ;i  dos  questions  d'une  nature  diflVreotc  sur  les  surfaces 
gauches. 

J'ai  étudié  d'une  manière  minutieuse  deux  surfaces  gauches  à  plan 
directeur  :  le  cyliuilroïde  elliptique  et  le  conoïde  oblique  circonscrit 
à  luie  conique.  Ces  surfaces  sont  du  quatrième  ordre. 

Le  conoïde  a  ime  génératrice  isolée  :  elle  est  située  dans  le  pKm  de 
]a  conique  directrice,  passe  par  le  point  où  la  directrice  rectiligne  ren- 
contre ce  plan,  et  est  parallèle  an  plan  directeur.  En  considérant  ses 
rencontres  imaginaires  avec  la  conique,  on  reconnaît  qu'elle  satisfait  à 
toutes  les  conditions  imposées  aux  génératrices.  Les  plans  passant  par 
cette  droite  coupent  la  surface  suivant  des  coniques.  Le  cylindroide  a 
aussi  une  génératrice  isolée  qui  est  l'intersection  des  plans  des  direc- 
trices, et,  par  suite,  il  admet  une  génération  par  des  coniques.  Ces 
génératrices  deviennent,  dans  certaines  dispositions  des  données,  des 
intersections  de  nappes  réelles  de  la  surface;  elles  peuvent  aussi  former 
des  arêtes  de  rebroussement. 

Le  cylindroide  a  une  ligne  double  de  contact  à  l'infini,  de  sorte  que 
son  intersection  avec  ini  plan  parallèle  à  une  génératrice  possède  deux 
branches  infinies  (quatre  bras)  ayant  une  même  asymptote. 

Comme  exemple  pour  les  surfaces  qui  n'ont  pas  de  plan  directeur, 
j'ai  choisi,  luiiqucnient  à  cause  de  ses  propriétés  intéressantes,  la  sur- 
face d'intrados  de  la  petite  voûte  connue  en  stéréotomie  sons  le  nom 
de  binis  passé  gauche.  Ses  génératrices  sont  pandlèles  deux  a  deux,  et 
comme  d'ailleurs  elle  est  du  quatrième  ordre,  ou  voit  que  son  cône 
directeur  est  du  second.  Elle  a  deux  sommets  et,  dans  lUie  certaine 
disposition  des  directrices,  deux  arêtes.  Les  sommets  limitent  ini  seg- 
ment utile  et  double  de  la  directrice  rectiligne.  Le  contour  apparent 
de  cette  surface,  sur  le  plan  horizontal,  se  compose  des  génératrices 
tpii  passent  aux  sommets  et  d'une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  la 
projection  des  arêtes  et  la  projection  des  génératrices  horizontales. 
Quand  les  arêtes  sont  imaginaires,  la  branche  correspondante  de  l'hy- 
perbole est  parasite.  La  projection  de  ce  même  contour  apparent  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice  rectiligne  est  formée  des  géné- 
ratrices dont  je  viens  de  vous  parler  et  d'une  conique  qui  n'a  jamais 
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de  partie  parasite.  Les  sections  de  la  surface  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  la  directrice  rectilis;ne  sont  les  conchoïdes  à  trois  directrices 
circulaires.  Enfin  les  génératrices  appartiennent  deux  à  deux  à  des 
plans  verticaux;  dans  chacun  de  ces  plans  la  section  de  la  surface  est 
complétée  par  une  conique;  la  surface  admet  ainsi  un  système  de  gé- 
nération par  des  coniques. 

Je  ne  vous  ai  pas  parlé  des  surfaces  gauches  du  second  ordre;  c'est 
qu'en  réalité  mon  ouvrage  ne  contient  rien  de  nouveau  sur  elles,  si  ce 
n'est  peut-être  dans  le  tour  de  quelques  démonstrations.  Je  vous  indi- 
querai cependant  une  expression  très-simple  du  paramètre  de  distri- 
bution des  génératrices  de  l'hyperboloïde  scalèiie,  un  dessin  de  la  ligne 
de  striction  de  cette  surface  et  diverses  considérations  sur  les  hyper- 
boloïdes  de  raccordement. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  les  surfaces  gauches,  en  vous  parlant  des 
surfaces  lieux  de  normales  et  des  hélicoïdes. 

IIL 

La  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  avec  ses  applications  aux  arts 
graphiques  forme  l'objet  du  Livre  VIIL  Deux  considérations  très- 
simples  me  permettent  d'obtenir  facilement  les  principaux  théorèmes  : 
la  première  consiste  en  ce  que  si  l'on  considère  deux  plans  rectangu- 
laires, parallèles  à  une  droite  normale  à  une  surface  et  infiniment  voi- 
sins de  cette  ligne,  leurs  intersections  avec  la  surface  se  rencon- 
trent nécessairement;  la  seconde,  c'est  que  les  rayons  de  courbure 
des  sections  faites  par  des  plans  parallèles  et  infiniment  voisins  ne 
diffèrent  que  d'une  quantité  infiniment  petite.  A  l'aide  de  ces  deux  re- 
marques, j'établis  d'abord  le  théorème  de  M.  Bertrand  sur  l'égalité 
des  grandeurs  absolues  des  angles  formés  par  deux  plans  rectangu- 
laires et  normaux  en  un  point  considéré,  avec  les  normales  de  la  surface 
en  des  points  situés  à  des  distances  infiniment  petites  égales  de  celui- 
là  sur  les  sections  faites  par  ces  plans.  De  cette  proposition  je  déduis 
l'existence  de  deux  directions,  au  moins,  dans  lesquelles  les  angles  que 
je  viens  de  définir  sont  nuls.  Les  mêmes  considérations  appliquées  aux 
sections  normales  faites  dans  ces  directions,  et  dans  une  troisième 
quelconque,  me  donnent  le  théorème  d'Euler  et  l'expression  trouvée 
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par  M.  Bertrand  pour  l'angle  d'une  normale  en  un  point  infiniment 
voisin  d'un  point  considéré,  avec  le  plan  normal  correspondant. 

Comme  cet  angle  revient  à  chaque  instant  dans  les  considérations 
que  je  développe,  et  qu'il  m'était  impossible  de  reproduire  constam- 
ment sa  définition,  j'ai  dû  lui  donner  un  nom.  Je  l'appelle  déviation., 
et  je  nomme  paramètre  de  déviation  la  distance  du  point  considéré  au 
point  infiniment  voisin  divisée  par  la  déviation  correspondante. 
M.  Transon  a  em|)loyé  avec  un  sens  différent  ce  même  mot  de  dé- 
viation, mais  dans  des  questions  qui  concernent  la  courbure  des  lignes. 
Vous-même  vous  êtes  servi  de  l'expression  de  déviation  relative  dans  la 
théorie  des  courbures  comparées  de  deux  lignes  tangentes  tracées  sur 
une  même  surface.  Je  pense  qu'il  ne  ])eut  y  avoir  aucune  confusion. 
M.  Bour  et  M.  Picart  ont  déjà  considéré  le  paramètre  de  déviation; 
ils  l'appellent  torsion  géodésique,  mais  il  m'était  impossible  d'adopter 
un  nom  qui  suppose  des  couuaissances  que  je  ne  donne  pas  dans  mon 
ouvrage. 

J'indique  différentes  constructions  pour  les  paramètres  de  déviation, 
et  je  montre  qu'une  certaine  hyperbole  équilatère  joue  pour  ces 
longueurs  un  rôle  analogue  à  celui  de  l'indicatrice  pour  les  rayons 
de  courbure. 

M.  Catalan  a  démontré  que  le  rapport  des  rayons  de  courbure  en 
deux  points  correspondants  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  déve- 
loppable  et  de  sa  transformée  par  déve!op|)ement  est  ég;d  au  cosinus 
de  l'angle  que  forme  le  plan  oscuiateur  de  la  ligne  avec  le  plan  tangent 
de  la  surface.  Dans  le  Livre  relatif  aux  surfaces  développables,  je 
donne,  à  l'aide  d'une  formule  de  la  Trigonométrie  sphérique,  inie  dé- 
monstration directe  de  cette  proposition;  mais,  après  avoir  établi  le 
fhéorcme  de  Meusnier,  je  nionlre  qu'elle  en  est  une  conséquence. 

Lorsqu'on  développe  une  tiéveloppable,  les  points  d'une  courbe 
tracée  sur  cette  surface  décrivent  des  trajectoires  qui  sont  toujours 
normales  au  plan  de  développement,  et  qui  forment  une  surface  dont 
la  section  par  un  plan  tangent  à  la  développable  est  une  transformée 
de  la  courbe  primitive.  Celte  courbe  et  sa  transformée  appartiennent 
donc  à  une  même  surface,  et  la  seconde  de  ces  lignes  est  une  section 
normale  qui  touche  la  première  au  point  où  elle  rencontre  la  géné- 
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ratrice  de  contact  du  plan  tangent  avec  la  développable.  On  voit  que 
le  théorème  de  Meusnier  est  imniédiatertient  applicable. 

On  ne  possédait  pas  de  formule  pour  déterminer  les  rayons  de  cour- 
bure de  la  section  d'une  surface  par  son  plan  tangent.  J'en  donne  une 
dans  laquelle  le  rayon  d'une  branche  est  exprimé  en  fonction  des 
rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface,  et  des  coordonnées,  par 
rapport  au  plan  langent,  du  point  infiniment  voisin  de  celui  que  l'on 
considère,  dans  la  section  normale  passant  par  l'asymptole  de  l'indi- 
catrice qui  louche  la  branche.  J'ai  obtenu  cette  fornude  par  de  simples 
considérations  géométriques  et  par  l'analyse;  j'en  ai  fiit  ensuite  l'ap- 
plication au  tore  :  le  résultat  est  d'une  grande  simplicité. 

Les  surfaces  gauches  lieux  de  normales  ont  de  l'importance  en  stéréo- 
tomie; j'en  présente  une  théorie  géométrique  due  principalement  à 
mon  collègue  M.  Mannheini,  mais  que  j'ai  développée  sur  plusieurs 
points,  ainsi  que  je  l'indique  dans  une  note. 

Concevons  que  l'on  élève  à  une  génératrice  d'une  surface  gauche  et 
par  son  point  central  luie  perpendiculaire  égale  au  paramètre  de  dis- 
tribution, que  par  son  extrémité  on  mène  deux  droites  rectangu- 
laires qui  rencontrent  la  génératrice,  et  qu'on  prenne  pour  origine 
le  point  où  la  première  coupe  cette  ligne  :  le  théorème  déjà  rap- 
pelé de  M.  Chasles  montre  que  la  seconde  droite  sera  telle,  que  l'angle 
formé  par  les  rayons  vecteurs  de  deux  quelconques  de  ses  points  aura 
la  même  grandeur  que  l'angle  compris  entre  les  plans  tangents  aux 
points  de  la  génératrice  qui  sont  leurs  projections. 

Cette  seconde  droite,  que  j'appelle  droite  auxiliaire,  avec  M.  Mann- 
heim,  donne  ainsi  une  représentation  géométrique  de  la  loi  de  va- 
riation des  plans  tangents  aux  différents  points  de  la  génératrice. 

On  trouve  encore  que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  auxiliaire 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  grandeurs  absolues  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  à  ce  point. 

Au  moyen  de  la  droite  auxiliaire,  on  peut  résoudre  par  des  con- 
structions d'iuie  grande  simplicité  les  principaux  problèmes  qui  con- 
cernent une  surface  gauche,  quand  les  plans  tangents  en  trois  points 
de  chaque  génératrice  sont  connus.  Or,  pour  une  surface  lieu  de  nor- 
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maies,  on  a  imniédialcment  le  plan  tangent  an  point  où  la  génératrice 
considérée  perce  la  surface  directrice*,  et  il  est  facile  de  reconnaître 
à  l'aide  d'un  théorème  de  M.  Sturni  que  le  plan  tl'une  section  prin- 
cijjule  de  celte  surface  est  tangent  à  la  surface  des  normales  au  centre 
de  courbme  de  l'autre  section  principale;  la  méthode  que  je  viens 
d'indiquer  peut  donc  être  employée  pour  l'étude  d'une  surface  gauche 
lieu  de  normales.  Elle  fait  trouver  très-facilement  plusieurs  théorèmes 
connus,  notamment  ceux  que  M.  Joachimsthal  a  donnés  dans  voire 
journal,  et  plusieurs  propositions  nouvelles  qu'il  serait  trop  long  tle 
développer  ici. 

Cette  théorie  n'a  pas  seulement  de  l'importance  pour  les  surfaces 
lieux  de  normales,  elle  conduit  encore  à  des  constructions  très-simples 
pour  déterminer  en  un  point  d'une  surface  le  rayon  de  courbure  dune 
section  normale,  le  paramètre  de  déviation  et  la  direction  conjuguée 
qui  correspondent  à  un  azimut  donné,  lorsqu'on  connaît  les  plans  ot 
les  rayons  des  sections  principales. 

Les  principales  applications  que  je  présente  de  la  théorie  de  la  cour- 
bure des  surfaces  sont  relatives  à  la  détermination  des  ravons  decoiu'- 
bure  et  des  plans  osculateurs  d'une  courbe  donnée  par  ses  projections, 
à  la  construction  des  sommets  des  surfaces  d'égale  pente,  au  tracé  des 
tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  qui  se  touchent, 
enfin  à  la  détermination  des  tangentes  et  des  points  singuliers  dune  ligne 
d'ombre.  Je  m'arrêterai  quelques  instants  à  cette  dernière  question. 

Les  surfaces,  telles  qu'on  les  considère  dans  les  problèmes  d  ombre, 
recouvrent  des  corps  opaques,  et  la  courbe  de  contact  d'un  cône  cir- 
conscrit ne  forme  ligne  d'ombre  propre,  lorsqu'un  point  lumineux  est 
au  sommet,  que  lorsque  les  génératrices  rectilignes  sont  extérieures. 
Si,  près  du  point  de  tangence,  les  génératrices  sont  dans  l'intérieur  du 
corps,  la  courbe  de  contact  n'a  aucune  importance. 

D'après  cela,  je  divise  les  points  d'une  courbe  d'ombre  en  réels  et 
virtuels.  Les  derniers  sont  situés  sur  des  tangentes  géométriques  qui 
n'existent  pas  comme  rayons  de  lumière.  Si  le  cor[)s  opaqtie  se  trouvait 
de  l'autre  côté  de  la  surface,  les  points  réels  se  trouveraient  virtut  Is  et 
réciproquement.  Ainsi,  par  exemple,  les  points  réels  de  la  ligne  d'ombre 
propre  d'une  vis  deviennent  virtuels  quand  on  considère  l'écrou. 
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Les  points  réels  et  les  points  virtuels  forment  quelquefois  des  combes 
distinctes,  mais  le  plus  souvent  on  trouve  une  seule  courbe  composée 
d'arcs  réels  et  d'arcs  virtuels  :  il  est  alors  fort  important  de  déterminer 
les  points  limites.  En  ces  points,  la  génératrice  du  cône  circonscrit 
passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  du  corps;  elle  a  donc  un  contact  du 
second  ordre  avec  la  surface,  et,  par  suite,  elle  est  une  des  deux  asymp- 
totes de  l'indicatrice.  Il  résulte  de  là,  en  vertu  du  théorème  des  tan- 
gentes conjuguées,  qu'aux  points  limites  le  rayon  de  lumière  touche 
la  ligne  d'ombre. 

Puisqu'en  un  point  limite  la  génératrice  a  un  contact  du  second 
ordre  avec  la  surface,  il  faut  qu'un  point  delà  courbe  d'intersection, 
c'est-à-dire  un  point  de  la  ligne  d'ombre  portée  par  la  surface  sur  elle- 
même,  soit  venu  se  confondre  avec  le  point  de  la  courbe  d'ombre 
propre  situé  sur  la  même  génératrice.  Une  étude  attentive  de  la  ques- 
tion montre  que  la  courbe  d'ombre  portée  est  composée  d'arcs  réels 
et  d'arcs  virtuels  comme  la  courbe  d'ombre  propre;  que  ces  deux 
lignes  ont  les  mêmes  points  limites,  les  mêmes  tangentes  en  ces  points. 
et  qu'ainsi  les  arcs  réels  de  la  courbe  d'ombre  portée  continuent  les 
arcs  réels  de  la  courbe  d'ombre  propre  en  se  raccordant  avec  eux. 
Il  suit  de  là  que  les  points  limites  ne  présentent  rien  de  remarquable 
sur  les  corps  éclairés,  mais  ces  diverses  circonstances  n'en  sont  pas 
moins  intéressantes  sous  le  rapport  géométrique,  et  il  est  nécessaire  de 
les  connaître  pour  tracer  avec  exactitude  les  ombres  sur  les  surfaces  à 
courbures  opposées. 

Cette  théorie  n'est  pas  entièrement  nouvelle;  on  en  trouve  des  parties 
dans  les  ouvrages  de  MM.  Hachette  et  Leroy,  mais  je  crois  que  vous 
reconnaîtrez  que  j'ai  levé  les  obscurités  assez  grandes  dont  elle  était 
encore  entourée. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  vous  développer  les  constructions  qtie  j'ai 
données  pour  la  détermination  des  points  limites  des  courbes  d'ombre, 
et  je  termine  sur  ce  sujet  en  vous  citant  deux  propositions  que  je  crois 
nouvelles. 

Quand  sur  une  surface  la  courbe  d'ombre  propre  et  la  courbe 
d'ombre  portée  par  une  autre  surface  quelconque  se  rencontrent,  ces 
lignes  sont  tangentes  à  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  du 
point  commun.  —  Ce  théorème  permet  de  construire  mécaniquement 
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la  direction  conjuguée  d'une  tangente,  en  un  point  donné  de  la  surface 
d'un  corps;  il  appartient  en  partie  à  M.  Mannhcim,  car  je  l'ai  obtenu 
eu  complétant  une  remarque  qu'il  m'avait  communiquée. 

Quand  une  surface  est  osculée  par  un  plan  en  un  point,  si  elle  est 
éclairée  par  un  point  lumineux  situé  dans  ce  plan,  deux  brandies  de 
la  courbe  d'ombre  passent  par  le  point  d'osculation,  et  sont  tangentes 
aux  deux  droites  qui  forment  le  diamètre  de  l'indicatrice  du  troisième 
ordre  par  rapport  à  la  direction  du  rayon  de  lumière.  —  Ce  théorème 
ne  conduit  pas,  en  général,  à  des  constructions  faciles,  mais  il  explique 
la  manière  dont  la  courbe  d'ombre  est  disposée  dans  un  cas  intéres- 
sant. On  peut  en  déduire  un  résultat  que  je  vous  ai  signalé  plus  haut 
sur  le  point  où  la  courbe  d'ombre  d'une  surface  gauche  couj)e  une 
génératrice  singulière,  lorsque  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tan- 
gent le  long  de  cette  droite. 

A  l'aide  du  théorème  de  M.  Bertrand,  j'établis  immédiatement  l'exis- 
tence des  lignes  de  courbure.  J'expose,  d'après  M.  Dupin,  la  théorie 
de  ces  lignes  sur  les  surfaces  du  second  ordre,  et  j'en  fais  l'application 
à  un  ellipsoïde  scalène  en  reproduisant  les  épures  de  Monge.  Je  montre 
ensuite  que  chacune  de  ces  figures  donne  la  projection  des  lignes  de 
courbure  d'une  série  indéfinie  de  surfaces  du  second  oidre,  si  l'on 
considère  le  système  complet  des  coniques  qui  y  sont  représentées. 

Je  dis  peu  de  chose  sur  les  lignes  asymplotiques.  J'établis  que  sur 
une  surface  gauche  toutes  ces  lignes  (autres  que  les  génératrices)  pas- 
sent à  chaque  sommet  et  y  sont,  en  général,  tangentes  à  la  génératrice. 
Je  considère  ensuite  les  surfaces  de  révolution,  et  je  trouve  que  quand 
la  séparation  des  parties  convexes  et  à  courbures  opposées  est  faite  jiar 
un  parallèle  le  long  duquel  la  surface  a  un  plan  tangent  unique,  les 
asymplotiques  sont  asymptotes  de  ce  cercle;  et  que  quand  un  parallèle 
d'inflexion  fait  la  séparation,  chacun  de  ses  points  est  un  point  de 
rebroussement  pour  une  asymptotique. 

Je  termine  le  huitième  Livre  en  considérant  les  lignes  tracées  sur  une 
surface  et  tangentes  aux  sections  normales  snrosculées  par  des  cercles. 
Par  chaque  point  d'une  sui  face  il  passe  trois  sections  de  ce  genre,  et, 
par  suite,  les  lignes  en  question  présentent  trois  séries  dont  une,  au 
moins,  est  toujours  réelle.  J'établis  réepialion  différentielle   de  ces 
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lignes,  et  j'en  fais  l'aiiplication  aux  surfaces  du  second  ordre.  Je  trouve 
d'abord  les  génératrices  rectilignes,  puis  des  courbes  qui,  lorsqu'on  les 
considère  sur  l'ellipsoïde  central  d'un  corps,  sont  les  polhodies  de 
M.  Poinsot,  c'est-à-dire  les  lignes  de  contact  de  l'ellipsoïde  avec  une 
développable  circonscrite  à  celte  surface  et  à  une  sphère  concentrique. 
J'adopte  le  nom  de  polhodie  en  l'étendant  aux  courbes  do  même  défi- 
nition siu-  toutes  les  surfaces  du  second  ordre. 

J'ai  déjà  publié  ces  résultats,  au  moins  en  partie,  dans  votre  jour- 
nal. M.  Manuheim  en  a  trouvé  une  démonstration  géométrique  qui 
m'a  permis  de  reléguer  mon  analyse  dans  une  note. 

IV. 

Le  Livre  IX  est  consacré  aux  hélicoïdes. 

Dans  les  problèmes  graphiques  qui  concernent  ces  surfaces,  on  voit 
constamment  paraître  une  longueur  égale  au  pas  des  hélices  divisé 
par  le  double  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  :  c'est  le 
rapport  constant  qui  existe  entre  l'ordonnée  rectiligne  d'un  point 
(Tune  hélice  et  l'angle  qui  mesure  sou  abscisse  curvdigue  dans  la  sec- 
tion droite  du  cylindre  sur  lequel  on  peut  concevoir  cette  courbe 
tracée.  Je  suppose  que  lorsque  l'on  opère  sur  un  hélicoïde,  on  con- 
struit tout  d'abord  ce  paramètre,  et,  afin  de  simplifier  le  langage,  je 
lui  ai  donné  un  nom,  celui  de  pas  réduit. 

Après  avoir  défini  les  hélicoïdes  réglés,  j'ai  déterminé  le  paramètre 
de  leurs  génératrices,  et  j'ai  cherché  à  présenter  sur  les  signes  des 
quantités  qui  entrent  dans  son  expression,  et  sur  la  disposition  des 
constructions  graphiques  par  lesquelles  on  peut  l'obtenir,  des  conven- 
tions qui  fassent  toujours  connaître  son  signe,  c'est-à-dire  le  sens  dans 
lequel  le  plan  tangent  tourne  quand  le  point  de  contact  s'éloigne  du 
point  central. 

Je  ne  m'arrête  pas  aux  développements  contenus  dans  le  chapitre 
de  la  théorie  générale,  et  je  passe  aux  hélicoïdes  individuels. 

Pour  l'hélicoïde  développable,  je  me  borne  à  vous  dire  qu'à  l'oc- 
casion de  cette  surface  je  suis  revenu  sur  des  considérations  que  j'avais 
déjà  présentées  dans  le  sixième  Livre  au  sujet  des  inflexions  des  courbes 
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transforinées  par  développement,  et  du  cas  où  le  rcbioussemeiit  de 
premier  ordre  ciu'une  courbe  tracée  sur  la  surface  possède  au  passage 
d'une  nappe  à  l'autre  se  change,  dans  le  développement,  en  un  re- 
broussement  de  second  ordre. 

Dans  le  chapitre  relatif  à  la  surface  de  la  vis  à  fdets  triangulaires, 
je  vous  indiquerai  des  tracés  simples  pour  la  détermination  du  [)lan 
tangent  en  un  point,  et  la  recherche  du  point  où  un  plan  contenant 
une  génératrice  touche  la  surface. 

M.  Poncelet  a  donné  une  construction  très-élégante  de  la  pro- 
jection horizontale  de  la  ligne  d'ombre,  dans  le  cas  de  rayons  paral- 
lèles. Je  fais  connaître  pour  ce  problème  plusieurs  autres  construc- 
tions faciles  :  une  d'elles  permet  de  déterminer  les  points  de  la  ligne 
d'ombre  qui  sont  sur  une  hélice  donnée;  une  autre,  moins  commode 
que  celle  de  M.  Ponceiet  pour  la  discussion  de  la  courbe,  me  parait 
préférable  dans  la  pratique  pour  la  tracer  d'une  manière  prompte  et 
exacte. 

De  la  construction  même  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d  ombre,  on  déduit  sans  difficulté  la  tangente  de  cette  courbe  en  un 
certain  point  qui,  considéré  sur  l'hélicoïde,  n'a  aucune  position  parti- 
culière. Comme  d'ailleurs  on  connaît  la  direction  du  rayon  de  liunière, 
et  la  génératrice  qui  est  une  des  deux  asymptotes  de  l'indicatrice,  on 
peut  obtenir  par  le  théorème  des  tangentes  conjuguées  la  deuxième 
asymptote.  J'arrive  ainsi,  par  des  raisonnements  très-simples,  à  la  so- 
lution générale  des  problèmes  qui  exigent  la  connaissance  de  l'indi- 
catrice, tels  que  la  détermination  des  points  limites  des  parties  utiles 
des  lignes  d'ombre  et  celle  des  tangentes  de  ces  courbes,  même  dans 
le  cas  où  les  rayons  sont  divergents. 

Je  donne  une  démonstration  géométrique  de  la  propriété  que  pos- 
sède la  surface  de  la  vis  à  fdets  carrés  d'être  la  seule  surface  gauche 
dans  laquelle  les  rayons  de  courbure  aient  en  un  point  des  grandeurs 
absolues  égales. 

Les  deux  propositions  suivantes  sont  nouvelles  : 

Sur  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  les  lignes  tangentes  aux  sec- 
tions normales  surosculées  par  des  cercles  se  coupent  sous  des  angles 

Tome  IX  (î"  sériel.  —  DccESimtE  i864.  -^^ 
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de  60  degrés.  —  Il  est  inutile  de  rappeler  que  les  générutrices  sont  les 
lignes  de  l'une  des  trois  séries. 

La  projection,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  du  lieu  des 
centres  de  courbure  principaux  d'inie  siu'face  de  vis  à  filets  carrés, 
aux  divers  points  d'une  génératrice,  est  une  hyperbole  éqnilatère  dont 
l'axe  transverse  a  une  longueur  double  du  pas  réduit  de  la  surface. 

Il  existe  pour  toutes  les  surfaces  à  plan  directeur  un  théorème  ana- 
logue à  ce  dernier  :  La  projection  du  lieu  des  centres  de  com-bure 
principaux  d'un  conoïde  général  aux  différents  points  d'une  généra- 
trice, sin-  un  plan  parallèle  au  plan  directeur,  est  une  hyperbole. 

Parmi  les  constructions  que  je  donne  pour  les  hélicoïdes  réglés, 
quelques-unes  sont  assez  simples  :  d'abord  celle  de  la  courbe  d'ombre 
dans  le  cas  de  rayons  parallèles,  ensuite  et  surtout  la  détermination 
des  asymptotes  de  l'indicatrice  en  un  point  quelconque.  Je  montre 
que  l'on  obtient  facilement  ces  droites  en  construisant  les  asymptotes 
de  l'indicatrice  de  la  surface  de  révolution  qui  aurait  le  même  axe  et  la 
même  méridienne,  et  en  leur  faisant  éprouver  un  déplacement  d'après 
le  pas  réduit  de  la  surf  ice  et  l'inclinaison  des  tangentes  à  la  méridienne. 
On  étend  sans  difficulté  cette  construction  au  cas  où  les  asymptotes  de 
l'indicatrice  sont  réelles  sur  l'hélicoide,  mais  imaginaires  sur  la  surface 
de  révolution.  La  solution  est  plus  compliquée  quand  il  tant  avoir  les 
indicatrices  elliptiques  de  la  partie  convexe  de  l'hélicoide. 

Dans  l'étude  de  ces  cjuestions,  j'obtiens  le  théorème  suivant  :  Si 
l'on  considère  la  série  des  hélicoïdes  que  peut  décrire  une  courbe 
plane  en  tournant  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  lorsqu'on 
lait  varier  le  pas  des  hélices,  les  asymptotes  de  indicatrices  de  ces  di- 
verses surfaces,  en  un  point  donné  de  la  méridienne  commune,  forment 
un  cône  du  second  ordre  dont  un  des  plans  tangents  est  parallèle  à 
l'axe  et  perpendiculaire  au  plan  qui  contient  la  méridienne. 

L'épure  d'un  serpentin  me  donne  une  occasion  de  revenir  sur  les 
points  limites  des  parties  réelles  des  courbes  de  contour  apparent. 
Cette  question  est  identique  à  celle  des  points  limites  des  coru'bes 
d'ombre. 
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Dans  le  Eivre  X,  je  m'occupe  des  surfaces  topograpliiques. 

On  oinpioie  généralement  pour  la  construction  du  plan  tangent  à 
ces  surfaces  mie  niclhode  due  à  Mensnier,  dans  laquelle  on  ramène 
le  problème  à  une  question  de  maximum,  comme  cela  a  déjà  été 
fait  dans  d'autres  circonstances.  Ainsi,  poiu'  déterminer  un  plan  qui 
touche  une  surface  et  contienne  une  tlroite,  on  trace  des  tangentes 
aux  lignes  de  niveau  de  la  surface  par  les  points  de  la  droite  situés 
respectivement  dans  les  mêmes  plans  horizontaux,  et  on  cherche 
quelle  est  celle  des  lignes  ainsi  obtenues  qui  fait  lui  angle  maximum 
ou  minimum  avec  ime  droite  quelconque  du  plan.  Les  diverses  tan- 
gentes forment  lui  conoïde  circonscrit  à  la  surface  et  qui  est  touché 
|Kir  le  plan  tangent  le  long  d'une  arête.  La  théorie  des  génératrices 
singulières  des  surfaces  gauches  se  rattache  donc  directement  à  la 
méthode  de  Meusnier;  elle  donne  à  ses  diverses  applications  une  plus 
grande  clarté. 

La  théorie  des  parties  virtuelles  des  courbes  d'ombre  et  de  leurs 
points  limites  explique  également  toutes  les  jiarticularités  que  présente 
le  problème  du  cône  circonscrit  à  la  surface  du  terrain, 

Je  n'ai  pas  parlé  des  faîtes  et  des  thalwegs,  parce  qu'il  \  a  encore 
des  obscurités  sur  la  nature  géométrique  de  ces  lignes;  j'ai  seulement 
montré  comme  un  fait,  par  l'étude  de  quelques  surfaces,  que  les 
lignes  de  plus  grande  pente  sont  réparties  par  groupes,  et  que  celles 
d'entre  elles  qui  forment  transition  ont,  pour  les  pentes,  des  propriétés 
spéciales.  Les  projections  des  faîtes  sur  un  plan  horizontal  sont  ainsi 
des  lignes  de  transition  dans  ime  série  de  courbes  représentées  par  i\ne 
même  équation  avec  un  paramètre  variable.  Il  semble  d'après  cela 
que  la  question  des  faites  (!t  des  thalwegs  se  rattache  à  une  théorie 
connue;  toutefois  elle  présente  encore  des  difficultés  sérieuses,  au 
moins  pour  l'interprétation  géométrique. 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  chapitre  dans  lequel  j'explique  l'usage 
des  surfaces  topographiques  pour  remplacer  les  courbes  à  double 
entrée  et  l'anamorphose  des  tableaux  graphiques.  J'aurais  désiré  pré- 
senter  quelques  exemples  sur  des  problèmes  d'application,    mais  il 
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m'aurait  fallu  entrer  dans   des  détails  techniques  sur  les  différentes 
questions. 

Je  vous  laisserais  peut-être  une  fausse  opinion  sur  mou  travail,  si  je 
ne  vous  disais  pas  en  terminant  que  le  genre  de  mérite  que  j'ai  le  plus 
recherché  est  une  grande  exactitude  dans  le  trait.  J'ai  désiré  que  tout 
lecteur  connaissant  les  arts  graphiques,  et  principalement  la  stéréoto- 
mie, pût  dire  à  chaque  construction  :  C'est  bien  ainsi  qu'on  doit 
opérer. 

Je  vous  prie,  Monsieur  et  cher  ancien  Professeur,  de  me  pardonner 
la  longueur  de  cette  lettre,  et  d'agréer  l'expression  de  mon  respect  et 
de  mon  entier  dévouement. 

Paris,  r;  novembre  i8()4 
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SUR  LA  FORME 

,r=  +  2  [j-  +  z^  H-.  t-^u-)^  [^  i'^  ; 

Pau  m.  J.  LIOUVILLE. 


1.  Après  ce  que  nous  avons  donné  (dans  le  cahier  d'août)  au  su|el 
des  deux  formes  à  six  variables 

.r^  -t-  ;-  +  2-  4-  «-  H-  2  («-  +  V-) 
el 

.r-  ■+-  f-  +  2  (2^  -h  ^-  +  «-  -h  f-), 

c'est   chose   bien   facile    que  de   trouver  ime  expression   simple  du 
nombre  des  représentations   d'un   entier  donné  n  par  la  forme  non 
velle 

j:^  -h  a  (j-  -h  z-  +  ^-  -h  ir)  +  4i>-, 

c'est-à-dire  du  nombre 

N  {n  =  x-  ^i{y-  -¥  z-  -ht- -h  U-]  +  fiv-] 

des  solutions  de  l'équation 

fi  —  X-  -^  1  {y-  +  z-  -t-  i-  -i-  lî^)  H-  4^'', 

dans  laquelle  a  ,  ^-j  c,  f ,  a,  v  sont  des  entiers  indifféremment  pairs  ou 
impairs,  positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  quand  n  est  impair  la  valeur  demandée 
de 

N  \n  =  a:-  +  2  [y-  +  z-  -^  t-  -\-  u.-)  -4-  4'''  ] 

est  précisément  la  moitié  de  celle  de 

]N  [«  =  x=  +  J--  +  2  (z-  4-  t-  +  ir  +  p-)], 

et  que  quand  n  est  au  contraire  un  nombre  pair  2g  elle  est  égale  à 
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celle  tlo 

N  [s  =  x'  +j-  +  r.^  +  /^  +  2  {u-  -I-  V-)]. 

2.   Pour  déduire  de  là  des  formules  explicites,  nous  poserons 

n  =  2"  m, 

m  désignant  un  entier  impair,  et  nous  distinguerons  trois  cas,  savoir  : 
le  cas  de  a  =  o,  celui  de  a  =  i ,  celui  de  a  >  i . 

Pour   a  =  o,   c'est-à-dire  quand  il  s'agit   d'un   entier  impair  7»,  la 
fornuile  est 

N  [m  =  ,r-  +  2  (j-  -\-  z-  -h  t-  +  ir)  -t-  4t'-]  =  2p. (m), 

P2(/»)  désignant  (comme  à  l'endroit  cité  plus  haut)  la  somme 

0  — I 


relative  aux  diviseurs  conjugués  r/,  ô*  de  l'entier  m  =  de. 

Pour  a  =  i,  c'est-à-dire  quand   il  s'agit  d'un  entier   impairenient 
pair  '2111,  on  a 

N  [2/72  =  X-  +  2  [j-  H-  z-  +  /-  +  «-)  +  4 P-]  =  8(S., (>«). 

Enfin   poiu'  a>  I,   c'est-à-dire  quand   l'entier    a°^/îj  est  pairement 
pair,  on  obtient 


Te  ne  pense  pas  qu'il  soit  nécessaire  d'ajouter  des  exemples. 


p,[in) 


."ï.   Nous  venons  de  déterminer  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  a 
et  de  m  le  nombre  total 

N  [i"m  =  x-  -h  2  [j-  -f-  z-  -t-  /.-  -+-  ;r )  +  4 1'-] 
des  solulions  propres  ou  impropres  de  l'équation 

2''/?j  =  .X-  ■+  a  (y-  +  i'  +  /'  +  ir  )  -t-  /|  i'^ 
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M:iis  on  |)ciit  aussi  désirpr  d'avoir  si-parôniciit  le  nombre 

M  [2'-' III  =  x-  +  X  (j-  -+■  z- -i-  l-  -\-  ir)  -\-  l^v■\ 

des  solutions  propres,  c'est-à-dire  des  solutions  qui  subsistent  (juand 
on  exige  que  les  indéterminées  x,  j-,  s,  t,  u,  v  n'aient  aucun  facteur 
coimniui  >  I . 

Il  faut  alors  substituer  à  la  fonction 

p.{m) 
la  fonction 

(|ue  nous  définissons,  au  moyen  de  la  valetn-  de  m  mise  sous  la  forme 
d'iui  produit  de  puissances  de  nombres  premiers  distincts,  en  disant 
que  si 

on  aura 

On  distinguera  d'ailleurs  cinq  cas  suivant  que  l'exposant  a  sera  égal 
à  o,  ou  égal  à  i ,  ou  égal  à  2,  ou  égal  à  3,  ou  enfin  >  3. 

Pour  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  il  s'agit  d'un  entier  impair  m,  la  lor- 
mule  est 

M  [m  =  ,r-  +  -i  (  y-  -+-  z-  -h  t-  -h  ir)  -h  f[V-]  =  2  U,  ('«)• 

Pour  a=i,  c'est-à-dire  quanil  il  s'agit  d  un  entier  iinpairement 
pair  -iin,  j'obtiens 

M  [m  =  x'-  -1-  2  [j-  -+-  z-  -h  t-  -^  ir)  -+-  fn>- \  =  811.,  [in). 

Ces  deux  équations  ne  différent  de  celles  qui  tournissent  pour  m  ou 
pour  lin  le  nond)re  total  des  représentations  propres  ou  impropres 
par  la  forme  indiquée  qu'eu  ce  que 

R.Cn) 
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y  remplace 

H  n'en  est  pas  de  même  pour  celles  qui  vont  suivre. 

Je  trouve,  en  effet,  pour  le  cas  de  a  :=  2,  la  formule  que  voici 


M[4m  =  .r--4-2(r'  +  z-+f--h?^=)  +  4f=]  =  a[i5  — 2(— i)    ' 

où  le  coefficient  de  R2('")  est  altéré. 

Même  remarque  pour  le  cas  de  a  =  3,  où  l'on  a 


l\,[m), 


[3o-i- 


ij 


f  2  ('":'•, 


M[»;«  =  .r-  +  2(j'  +  -=-f-<--4-?r)  +  4''"-]  =  4 
et  aussi  pour  le  cas  de 

la  formule  devenant  alors 

M  [2"in  =  .T-  -h  2(j-  -+-  Z--+- 1-  -+-/r)-+-4i''-]  =  i5.2'''''~'R2(  w). 


a>3. 
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